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微 积分 教学 的 发 展 正 处 于 关键 时 刻 . 人 们 强调 微 积分 学 的 计算 方面 和 它 的 
方法 的 各 种 应 用 已 经 有 一 段 时 间 了 . 正 是 极为 明白 易 懂 的 计算 机 代数 系统 
(Computer Algebra System ,缩写 为 CAS) 和 各 种 高 级 计算 器 的 出 现 , 促 使 我 们 
对 如 何 表 现 和 描述 微 积分 学 重新 做 出 评估 . 使 用 本 书 并 不 要 求 有 一 间 计 算 机 
室 , 甚 至 也 不 要 求 有 一 套 精 心 制作 的 CAS. 由 于 重点 不 在 于 大 规模 的 计算 和 编 
制程 序 而 是 对 基本 概念 的 理解 ,有 一 部 具有 图 像 功 能 的 计算 器 就 够 了 . 

一 套 CAS 是 指 一 个 具有 下 述 功 能 的 计算 装置 : 

(1) 它 是 个 计算 器 , 即 它 能 做 算术 运算 , 并 能 计算 标准 函数 的 函数 值 ， 
(2) 它 具 有 二 维 图 像 功能 , 即 它 能 显示 单 变 元 函数 的 图 形 ,(3) 它 能 做 微 积 分 ， 
即 能 够 计算 函数 的 导数 和 积分 , (4) 它 能 做 代数 运算 , 即 能 够 展开 和 简化 代数 表 
达 式 ,(5) 它 能 构建 函数 ,(6) 它 具 有 三 维 图 像 功能 , 即 它 能 显示 多 变 元 函数 的 
图 形 . 

CAS 的 巨大 功能 驱使 我 们 提出 如 下 问题 :(1) 既然 这 种 计算 机 制 已 经 是 自 
动 化 的 了 ,那么 ,我 们 应 该 对 此 学 科 采 取 什 么 态度 ,以 及 (2) 我 们 如 何 能 将 CAS 
同 经 典 的 教学 方法 结合 起 来 ? 

作者 认为 ,新 技术 是 -种 机 会 . 没有 人 会 考虑 不 在 实验 室 工作 情况 下 去 学 
习 例 如 物理 学 或 生物 学 ;而 不 通过 CAS 进行 计算 的 人 也 是 极 少 的 . 微 积 分 既是 
知识 的 重大 突破 也 是 (在 各 种 领域 中 ) 研究 和 开发 的 强大 工具 . 要 有 如 此 的 理 
解 (并 将 其 应 用 为 现代 环境 下 的 解决 问题 的 工具 ) ,人 们 必须 同时 从 抽象 形式 上 


"2 引 到 


和 范围 广泛 的 例子 中 理解 根本 性 的 概念 . 我 们 的 宗旨 是 集中 注意 于 最 重要 的 定 
义 和 定 理 的 含意 ,并 且 用 它们 在 CAS 上 进行 实验 

应 该 注意 到 ,本 书 不 是 教 某 个 具体 的 CAS 该 “如 何 做 ”的 手册 . 我 们 的 目的 
是 教授 微 积分 的 概念 而 又 不 至 于 迷失 在 编制 程序 的 泥沼 中 . 差不多 所 有 的 习题 
和 例题 都 可 以 把 CAS 当 作 计算 器 来 做 . 除 此 而 外 ,即使 最 先进 的 CAS 也 只 有 几 
个 指令 需要 学 习 . 

许多 学 生 在 进 大 学 时 已 熟悉 了 初等 微 积分 . 考虑 到 此 点 ,我 们 决定 快速 地 
复习 一 下 基础 内 容 ( 如 实数 ,函数 和 它们 的 图 像 ,直线 和 圆 ). 虽然 初等 内 容 也 占 
了 少量 的 篇 幅 , 但 对 读者 没有 提 什 么 要 求 (就 是 说 ,本 书 实质 上 是 独立 自足 的 )， 
当 内 容 不 甚 熟悉 和 更 为 复杂 时 这 些 章节 则 越 重要 . 在 本 书 中 我 们 自始至终 都 专 
注 于 那些 作为 首要 原理 提出 来 的 核心 概念. 一 旦 引进 了 一 个 概念 . 我 们 便利 用 
CAS 在 许多 不 同 背 景 下 迅速 加 以 检验 . 这 个 方法 鼓励 学 生 们 逐渐 获得 对 微 积分 
的 亲身 实践 的 经 验 . 我 们 发 现 ,这 样 的 CAS 经 验 较 之 于 阅读 一 本 书 中 现成 的 数 
百 个 例题 更 好 . 在 1993 一 1994 年 , 当 在 哥伦比亚 大 学 建立 了 一 个 实验 性 的 计算 
机 室 (连同 基于 本 书 的 一 门 课程 ) 时 ,这 个 方法 好 处 的 证 据 便 明白 无 误 了 . 

作者 希望 本 书 在 直观 上 是 严谨 的 ,并 指明 了 如 何 思考 数学 . 记 住 大 量 的 公 
式 和 算法 (CAS 知 道 所 有 这 一 切 ) 不 是 本 书 的 目的 . 这 种 教学 观念 的 一 个 自然 结 
果 是 把 解决 问题 以 分 析 的 方式 表现 出 来 , 当 有 可 能 并 恰当 时 ,也 以 算法 的 方式 
表现 出 来. 始终 强调 的 是 :如 何 推导 出 公式 ,为 什么 这 种 算法 可 行 ,以 及 CAS 如 
何 能 解决 微 积分 问题. 

本 书 的 这 一 版 一 开始 便 同时 讲 了 单 变量 函数 的 微分 和 积分 计算 ,数学 建 模 
和 最 优化 ,基本 的 常 微分 方程 ,而 后 转向 了 向 量 值 函 数 和 多 变量 函数 的 微分 计 
算 . 在 向 量 几何 坐标 系 和 使 用 CAS 的 二 维和 三 维 图 像 的 显示 上 花 了 许多 时 间 | 
书 的 较 后 部 分 包括 了 多 重 积分 .向量 场 和 曲线 积分 .曲面 积分 的 斯 托 克 斯 定理 、 
微分 形式 的 概述 ,同样 还 介绍 了 傅 里 叶 级 数 ,其 中 包括 了 健 里 叶 展 开 定理 的 一 
个 证 明 . 

本 书 假定 学 生 们 有 机 会 使 用 一 个 具有 上 述 (1) , (2) 和 (3) 功能 的 基本 的 
CAS. 许多 习题 中 的 大 部 分 可 以 用 手 算 或 者 用 基本 的 CAS 解决 
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0.1 实数 


整数 | …, -3, -2, -1,0,1,2,3,… 上 | 可 形象 地 被 设想 为 一 条 直线 上 按 等 间 
隔 标 出 的 点 . 


| 0 1 2 3 


称 所 得 到 的 图 形 为 数 直 线 . 在 我 们 做 出 整数 的 所 有 可 能 的 比值 时 ,例如 方 , 序 ， 


字 , 我 们 便 得 到 了 被 古 希腊 人 称 作 的 有 理 数 在 数 直线 上 标 出 有 理 数 后 , 留 给 我 


们 的 是 一 个 看 起 来 更 稠密 的 图 形 . 
现在 考虑 在 数 直 线 上 V2 的 几何 构造 . 

在 直线 上 标 出 V7 时 ,自然 要 问 :y2 是 有 理 的 | 

吗 ? 毕 达 哥 拉 斯 的 -一 个 学 生 希 帕 索 斯 

(Hippasus) 研究 了 这 个 问题 . 他 证 明 ( 就 像 

我 们 将 要 做 的 那样 ) V2 不 是 有 理 的 . 这 个 认 ! 面 
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识 使 他 的 同事 们 大 为 恼怒 ,以 至 将 他 处 死 !( 但 是 也 有 其 他 人 以 正面 的 观点 看 待 
这 个 突破 ,为 此 而 献 祭 了 100 头 牛 . ) 对 V2 不 是 有 理 数 的 证 明 是 归 廖 证 法 的 经 典 
例子 ;证 明 如 下 . 假设 /2 = 二 ,其 中 ob 为 整数 . 于 是 2 = 五 ,或 者 
a’ = 26b. 
一 般 说 来 , 任 一 整数 均 可 表示 为 2 的 一 个 寡 和 一 个 奇数 的 乘积 , 例如 , 如 果 
a = 40, 则 a = 8 .5 = 2”… 5. 现在 将 a 和 64 表示 为 这 种 形式 ,我 们 有 
a =2 .ao, b =2 .bo, 
其 中 ae 和 都 是 奇数 . 现 将 这 些 表达 式 代 入 公式 a” = 24? 中 ,给 出 了 
2* .al =2.27 .bb = 2 ,bi. 

由 于 ao 和 如 两 者 都 是 奇数 ( 按 定义 ) ,这 迫使 2 的 备 次 必须 相同 ,从 而 推导 出 
2e = 2f + 1. 然而 2e 是 偶数 而 2f + 1 是 奇数 . 因此 ,v2 是 有 理 数 的 假设 让 我 们 得 
出 了 了 矛盾, 故 其 必 是 错误 的 . 
，、 ”希腊 人 称 不 是 有 理 的 数 为 无 理 的 (反映 出 他 们 的 态度 ). 当 我 们 把 整数 ,有 
理 数 和 无 理 数 合并 在 一 起 时 便 得 到 了 微 积 分 所 处 理 的 数 系 , 即 实数 , 记 为 及 . 每 
个 实数 都 可 用 一 个 无 限 小 数 的 展开 式 表示 ， 

V2 =1.414…， 

T =3. 141 59…. 


0.2 微 积分 是 什么 ? 


微 积分 是 使 用 一 种 无 限 过 程 来 解决 有 限 性 问题 的 数学 方法 . 这 个 理论 所 研 
究 的 两 个 基本 问题 是 ; 

问题 1( 切线 问题 ) ”我 们 如 何 求 出 一 条 曲线 在 一 点 PP 的 切线 ? 

问题 2( 面积 问题 ) ”如 果 一 条 曲线 围 成 了 一 个 区 域 多, 我 们 如 何 计算 罗 
的 面积 ? 


翅 虹 


曲线 
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在 现代 环境 中 ,这 些 问 题 会 自然 地 发 生 , 例如 ,设想 曲线 为 一 架 进 行 偷袭 的 
变 炸 机 的 轨迹 . 如 果 发 射 一 枚 导弹 , 它 将 沿 着 此 曲线 切线 的 路 径 运行 ,这 使 得 人 
们 要 准确 地 计算 出 曲线 的 切线 方程 . 再 考虑 海洋 上 的 油 泄漏 问题 . 如 果 我 们 知 
道 海流 和 风 的 条 件 ,我 们 便 能 得 到 这 个 泄漏 的 边界 曲线 的 近似 情形 , 而 后 应 用 
微 积分 便 能 算出 油污 所 覆盖 区 域 的 面积 . 

依 萨 克 ' 牛顿 栈 士 (同时 还 有 莱 布 尼 芯 独立 地 ) 发 展 出 微分 学 和 积分 学 来 
分 别 地 解决 问题 1 和 2. 初 看 起 来 ,上 述 两 个 问题 似乎 没有 什么 关联 . 非常 令 人 
注目 的 是 ,这 两 个 问题 的 解 是 互 逆 的 . 为 了 得 到 一 条 曲线 在 一 点 切线 的 斜率 , 微 
分 运算 提供 了 有 顺序 的 一 系列 步骤 ,而 对 区 域 .有 的 面积 的 计算 则 由 相同 的 系列 
步骤 进行 ,但 顺序 相反 . 在 正式 把 它 陈述 出 来 时 ,我 们 便 得 到 了 微 积 分 的 基本 定 
理 . 此 定理 的 严格 推导 将 在 正文 中 给 出 , 它 是 本 书 第 1 部 分 的 中 心目 标 . 

微 积 分 是 建立 在 极限 这 个 关键 概念 上 的 ( 它 最 终 让 我 们 以 聚合 的 方式 来 描 
述 实数 ). 像 /2 或 5 这 样 的 一 个 无 理 数 不 能 用 有 限 项 来 描述 ,但 可 以 定义 为 有 理 
数 的 -一 个 序列 的 极限 . 数 

1]，1.4，1.41，1.414，… 一 一 ,2 
3，3.1，3.14，3.141，3.1415，… 一 一 

应 该 被 想 成 是 趋向 极限 Y2 和 的 序列 . 这 种 思想 在 关于 面积 问题 的 希腊 数学 中 
就 已 出 现 . 在 -个 圆 内 利用 一 系列 的 内 接 多 边 形 (其 边 数 逐 渐 增 多 ) , 阿 基 米 德 
购 造 了 序列 ,其 项 越 来 越 好 地 逼近 了 此 圆 的 面积 ,并 趋向 于 作为 极限 的 圆 的 准 
确 面积 . 类 似 地 ,最终 提供 给 问题 1 解 的 基本 思想 也 是 由 极限 给 出 的 . 在 PP 点 附 
近 选 取 一 点 0, 经 过 P 和 0 的 虚线 当 0 趋向 已 时 , 越 来 越 靠 近 在 已 点 的 切线 . 牛 
顿 的 重大 成 就 在 于 抽象 地 分 析 了 @ 趋向 于 P 时 的 极限 . 这 是 微分 学 的 精华 
所 在 . 
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上 面 描述 的 是 一 个 无 限 的 过 程 . 利用 无 限 过 程 去 分 析 一 个 有 限 的 (甚至 离 
散 的 ) 问题 的 观念 事实 上 是 革命 性 的 ,而 且 它 扩散 到 了 整个 科学 ,工程 学 ,经 济 
学 ,生物 学 等 等 . 不 应 该 把 这 个 成 就 所 产生 的 影响 只 看 成 是 技术 性 的 . 应 该 始终 
记 住 这 种 思想 方式 已 经 产生 了 社会 的 和 文化 的 成 果 , 工业 革命 便 是 突出 的 例 
证 . 


第 一 章 ”函数 及 其 图 像 


1.1 函数 


学 习 数学 的 -- 个 罕 关 重要 的 概念 是 集合 (各 种 对 象 的 一 个 聚合 ) 间 的 函数 
的 观念 . 因此 我 们 从 下 面 的 定义 开始 . 

定义 ”已 知 两 个 集合 4,B; 从 4 到 巨 的 一 个 函数 是 一 个 规则 , 它 对 集合 4 中 
每 个 元 素 指 定 了 集合 B 中 一 个 唯一 的 元 素 . 

盟 数 无 处 不 在 . 例如 ,如 果 4 是 某 杂 货 店 里 蔬菜 的 集合 ,而 8B 是 价格 的 集合 ， 
于 是 我 们 有 一 个 众所周知 的 函数 (价格 函数 ). 这 个 特定 的 函数 的 规则 是 由 店主 
依 最 大 利润 原则 决定 的 . 注意 ,价格 是 唯一 的 . 一 把 胡萝卜 不 能 同时 被 定价 为 90 
分 和 80 分 ,只 有 唯一 的 一 个 价格 . 这 就 是 为 什么 这 个 一 般 性 定义 要 求 其 规则 对 
4 的 每 个 元 素 只 指定 B 的 一 个 唯一 的 元 素 . 

上 面 所 给 出 的 函数 的 一 般 性 数学 定义 特别 适合 于 计算 机 . 在 区 分 集合 4 和 
B 以 及 它们 之 间 的 规则 时 ,我 们 不 得 不 以 计算 机 语言 进行 思考 . 一 般 需 要 用 记号 
命名 一 -个 函数 和 描述 其 规则 . 通常 用 一 个 字母 ,如 像 F( 意 为 Function) 来 代表 
函数 . 如 果 x 在 集合 4 中 , 记 以 x e 4, 则 F(x) 将 表示 由 此 函数 规则 所 决定 的 集 
合 8 中 的 那个 唯 -- 的 元 素 . 我 们 形象 化 地 表示 一 个 函数 如 下 : 

F:A4A—— 8B, 
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X | 一 > 天 (x). 
例 1.1( 价 格 函 数 ) 设 
4 = | 洋 瓯 ,胡萝卜 ,土豆 ,花椰菜 ,元 白菜 ,器 豆 | 
为 6 类 蔬菜 的 集合 . 设 
B= {65c,$1.00,$1.25,$1.60,$1.75} 
为 5 种 价格 的 集合 . 我 们 按 下 面 的 规则 定义 一 个 价格 函数 己 ; 
P( 洋 葱 ) = $1. 00， 
P( 胡 萝卜 ) = $1.25， 
P( 土 豆 ) = 65c， 
P( 花 椰 菜 ) = $1.25， 
P( 元 白菜 ) = 65¢， 
P( 豆 豆 ) = $1.75， 
其 中 ,例如 P( 花椰菜 ) 代表 花椰菜 (每 磅 ) 的 价格 . 
例 1.21( 平 方 函 数 ) ” 设 4 = B 是 所 有 实数 的 集合 .平方 函数 是 对 每 个 元 素 
x e 4 指定 了 值 * e B 的 函数 . 如 果 用 字母 $ 代表 平方 函数 , 则 它 由 规则 
5(x) = x 定义 . 当 我 们 在 CAS 上 构造 此 函数 时 ,我 们 可 以 迅速 地 验证 ,例如 ， 
S(1.357) = 1. 841 45,S(256) = 65 536. 
例 1.3( 高利 贷 函 数 ) ”设想 你 自己 是 个 高 利 贷 者 , 借 给 别人 $ 100 而 要 求 他 
们 每 个 星期 多 欠 你 10% 的 债 . 那 就 是 说 , 一 个 星期 之 后 他 们 欠 你 $110. 现在 
$110 的 10% 为 $11 , 因而 两 星期 后 他 们 欠 你 $121. 容易 看 出 ,在 x 星期 后 他 们 
欠 你 (100). (1.1)* 美 元 . 这 定义 了 高 利 贷 函 数 L(x) = 100 . (1. 1)*. 当 我 们 在 
CAS 上 定义 了 这 个 函数 时 ,我 们 得 到 了 数值 :上 (2) = $121,L(10) = $259. 37， 
L(52) = $14 204. 29,L(104) = $2 017 619. 45 , 称 其 为 一 个 指数 函数 ,并 称 它 
的 值 为 指数 式 增 长 . 事实 上 ,2 年 之 后 你 将 收 债 超过 2 百 万 美元 . 
例 1.4 你 的 CAS 已 经 包含 了 许多 固有 的 特定 的 函数 . 例如 ,我 们 可 以 立 
刻 算出 下 面 的 值 : 
sin(m/8) = 0. 382 683 4， 
tan(2.34) = - 1. 032 9, 
ln(81) = 4. 394 449. 
在 下 一 个 例子 我 们 将 看 到 ,不 是 所 有 的 函数 都 专门 涉及 到 数 . 
例 1.5( 区 间 函 数 ) ” 设 4 表 示 所 有 实数 的 集合 ,并 设 B = | 真 , 假 | 表示 真 
和 假 这 两 个 字 的 集合 . 构造 由 下 面 规则 定义 的 区 间 函 数 i(x): 


1.1 函数 .9. 
WY 如 果 1 万 x < 2， 
假 ， 其 他 情形 . 
我 们 可 以 验算 值 i(1) = 真 ,i(2) = 假 ,i(1.233 1) = 真 ,i(-1) = 假 . 
例 1.6( 绝 对 值 函 数 ) ”定义 函数 4(*) = |x|, 其 规则 为 
站 他 如 果 x 三 0， 
-x， 如 果 x < 0. 

我 们 可 验算 值 4(~15) = 15,4(3) =3,4(-2) =2,4(0) = 0. 


§1.1 的 习题 


(1) 用 直接 存储 函数 的 每 个 值 的 方法 ,在 你 的 CAS 上 输入 例 1.1 的 价格 函数 . 
(2) 在 你 的 CAS 上 构造 晴 数 /x) = 2x -7x* +1. 计算 值 凡 100) ,A5.7) 和 f(r) 到 10 位 小 
数 . 


(3) 在 你 的 CAS 上 构造 函数 放 x) = 2cos(x) -3x* + 2. 计算 值 /1) ,/( 亚 } 和 的 3) 到 5 位 小 


数 . 
(4) 在 你 的 CAS 上 构造 聘 数 /x) = (sin(x)) ”+x? +11. 计 算 值 (1),f(3) 和 f(5m/2) 到 
37 位 小 数 . 
(5) 在 你 的 CAS 上 构造 例 1.6 的 绝对 值 函数 ,为 此 要 在 你 的 CAS 上 使 用 下 -THEN 指令 . 
(6) 在 你 的 CAS 上 构造 随 数 
x ， 如 果 x < 0， 
ee 人 如 果 x > 0. 
计算 值 8&(-3),8(-2),g(1),g(10) ,并 计算 g(1/2) 到 10 位 小 数 . 
(7) 构造 函数 c(t) , 它 把 已 知 的 华氏 温度 输出 为 摄氏 温度 . 提示 :c(32) = 0,c(212) = 100. 
计算 值 c(50) ,ec(70) ,ec(90). 
(8) 假设 一 辆 汽车 以 每 小 时 50 英里 的 匀速 行驶 . 构造 函数 d(1) , 它 输出 在 1 小 时 后 汽车 所 行 
驶 的 上 距离 . 
(9) 在 你 的 CAS 上 构造 例 1.5 的 区 间 函 数 . 
(10) 在 你 的 CAS 上 构造 例 1. 3 的 高 利 贷 函数 . 计算 值 L(52) ,Z(104)， 
(11) 一 个 汽车 租赁 公司 以 一 天 $ 50 再 加 每 英里 20 美 分 的 价格 提供 汽车 . 构造 一 个 函数 , 它 
给 出 租 一 天 汽车 并 行驶 m 英里 的 总 价格 . 
(12) 在 你 的 CAS 上 构造 函数 u(n) , 它 在 n 为 偶 整数 时 输出 字 EVEN , 当 n 为 奇 整数 时 输出 
ODD. 
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1.2 函数 的 定义 域 和 值 域 


设 F: 4 一 下 为 任 一 函数 . 
定义 ” 称 集 合 4 为 下 的 定义 域 , 的 值 的 集合 ,表示 为 
F(4) = {F(a) la e 4|, 

被 称 为 的 值 域 

如 果 我 们 要 在 一 个 CAS 上 对 一 个 函数 编制 程序 , 则 了 解 它 的 定义 域 和 值 域 
是 非常 重要 的 . 编制 程序 的 过 程 实 质 上 是 从 一 种 集合 类 型 变化 到 下 一 个 集合 类 
型 . 一 般 情 形 下 ,在 研究 一 个 函数 时 , 必须 小 心地 弄 清 此 函数 确 有 定义 的 最 大 可 
能 的 定义 域 和 值 域 . 

举例 说 ,在 CAS 上 是 不 能 除 以 零 的 . 因而 函数 


F(x) = 之 
的 定义 域 是 除去 0 以 外 的 所 有 实数 的 集合 ,其 值 域 也 是 如 此 (注意 , 因为 方程 
过 = 0 对 无 解 , 故 0 不 在 什 域 中 ). 
现在 考虑 更 复杂 些 的 例子 ， 


1 
Mi 
这 个 函数 除去 * = 3 和 x = -1 外 均 有 定义 ,从 而 它 的 定义 域 由 除去 3, - 1 的 所 
有 实数 的 集合 组 成 . 其 值 域 如 何 ?由 于 一 个 实数 的 平方 总 是 正 的 ,我 们 看 出 此 函 
数 的 值 域 只 能 由 正 实数 组 成 . 是 否 任何 数 a。> 0 均 在 值 域 中 ?此 问题 等 于 问 是 否 
对 任意 给 出 的 a > 0, 我 们 能 解 出 方程 式 

1 
(x -3)2(x +1)2 一 

此 方程 等 价 于 


(x+1)(x -3) = x -2x- = 万 


即 x - 2x - (3 地 = 0. 应 用 二 次 方程 的 根 公式 我 们 得 到 方程 的 两 个 解 ; 


2+V4+4(3 +1/Va) _ 1 
= 


1+ /4+ 一 . 


人 


% 三 
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因此 , f 的 值 域 确实 由 所 有 正 实数 组 成 . 我 们 可 以 使 用 集合 的 语言 简洁 地 表示 这 
些 数据 如 下 : 

定义 域 (f) = |-w <x<%, 且 x 关 -1,3|, 值 域 (fF)= 10 <y<%!， 
其 中 我 们 设 y = F(x). 注意 ,0 不 在 值 域 中 1! 

可 能 产生 另 一 个 需要 进行 讨论 的 问题 . 考虑 平方 根 钞 数 ,s(x) = x 的 平方 

根 . 首先 注意 到 每 个 正 实 数 有 两 个 平方 根 , 例 如 
s(4) = 土 2， 
5(5) = 土 2.236 068-…, 
s(9) = 土 3, 等 等 . 
因此 必须 明确 指出 函数 ;(x) 选取 哪 一 个 平方 根 ( 正 的 或 负 的 ). 通常 人 们 指明 
s(x) 是 正 根 ， 
s(4) = V4 = 2， 
s(5) = V5 = 2.236 068…， 
s(9) = Y9 = 3 ,等 等 . 
例 1.7( 负 平方 根 函 数 ) ”可 以 定义 男 一 个 平方 根 函 数 (我 们 不 太 恰 当地 
仍 称 它 为 *) , 它 选 取 了 负 根 . 这 时 
值 域 (s) = jx < 0}， 
即 ;的 值 域 为 小 于 或 等 于 0 的 所 有 实数 的 集合 . 注意 ,由 于 s(0) = 0, 故 0 在 值 域 
中 . 
s 的 定义 域 如 何 ?因为 负数 的 平方 根 不 可 能 为 实数 , 故 必须 限制 的 定义 域 : 
定义 域 (s) = |x 01. 

注 ”在 允许 虚数 出 现在 值 域 中 时 ,这 个 对 定义 域 的 限制 则 可 去 掉 . 由 于 在 
第 一 学 年 的 微 积分 中 不 学 习 虚 数 ,故我 们 在 上 面 例子 中 对 定义 域 和 值 域 仅 限于 
由 实数 构成 的 情形 . 

例 1.8( 新 设计 的 平方 根 函 数 ) ”可 以 在 CAS 上 构造 一 个 新 设计 的 平方 根 
明 数 s(x) ,其 中 s(x) 在 x 的 小 数 展开 式 最 左 端的 数字 为 偶数 时 取 正 的 平方 根 ， 
为 奇数 时 取 负 的 平方 根 . 这 个 函数 的 数值 频繁 地 改变 符号 ,例如 ， 

s(1) = 一 上 ， 
s(4) = 2， 
s(9) = 一 3， 
s(16) = -4， 
s(25) = 5, 
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s(T) = -1.772 454…， 
等 . 此 函数 的 定义 域 和 值 域 是 什么 ?定义 域 无 疑 由 所 有 那些 大 于 或 等 于 0 的 数组 
成 . 此 函数 的 值 域 不 能 被 简洁 地 描述 出 来 ,但 它 是 由 s(x) 的 输出 组 成 ,其 中 * 遍 
历 大 于 或 等 于 0 的 数 . 
例 1.9{ 立方 根 函 数 ) ”立方 根 函 数 
c(x) = Wx, 
它 与 平方 根 函 数 很 不 相同 . 例如 
8 = 2, 因 为 2.2.2 = 2 = 8; 
V-8 =-2, 因 为 (-2).(-2).(-2) = (-2)’ =-8; 
V57 = 3; 
WOI7 ge 
立刻 就 明白 ,只 有 一 种 可 能 的 答案 ( 它 为 实数 ). 因而 在 平方 根 函 数 那里 使 事情 
复杂 化 的 符号 不 确定 问题 ,在 这 里 不 会 出 现 . 我 们 不 会 设计 出 稀奇 古怪 的 立方 
根 函 数 ! 假 定 继续 限制 在 定义 域 和 值 域 完全 由 实数 组 成 的 条 件 下 , 则 只 有 一 个 
立方 根 函 数 . 
对 于 像 /%,Yx,Yx,… 这 类 高 次 根 函数 怎么 样 呢 ? 偶 次 根 函数 


NN 
将 完全 按 Vx 的 方式 表现 ,而 奇 次 根 函 数 
PN 
则 类 同 于 Vx. 
$1.2 的 习题 
求 出 下 列 函 数 的 定义 域 和 值 域 ， 
(Df(x) = 1/(x: -x+2). (2)f(x) = 1/(x? +2x +1). 
(3)f(x) = x/(x: + 2x +2). (4)f(x) = 1/(x: +2x + 5). 


(5) 在 你 的 CAS 上 构造 一 个 平方 根 函 数 , 它 每 次 都 选 负 根 . 这 个 函数 的 定义 域 和 值 域 是 什 
么 ? 
(6) 在 你 的 CAS 上 构造 函数 c(*) = Yr.c 的 定义 域 和 值 域 是 什么 ? 


(7) 在 你 的 CAS 上 构造 函数 ce(*) = Wx. 此 函数 的 定义 域 和 和 值 域 是 什么 ?验证 值 : 
ce(9) = 1.122 6…， cs(100) = 1.274 27.…. 
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计算 值 cs(10") 到 10 位 小 数 . 
(8) 在 你 的 CAS 上 构造 函数 A(x) = x” = (Wx)*. 此 函数 的 定义 域 和 值 域 是 什么 ? 
(9) 绝对 值 盟 数 |* | 的 定义 域 和 值 域 是 什么 ? 
(10) 在 你 的 CAS 上 构造 例 1. 8 的 新 设计 的 平方 根 函 数 . 
(11) 解释 为 什么 函数 
0， 如果 * = 也 ,其 中 a,b 为 整数 ,b z0， 
1， 其 他 情形 ， 
不 能 在 你 的 CAS 上 进行 构造 . 


1.3 函数 的 图 像 
考虑 函数 


fl(x) = | 


F:R—R, 
其 定义 域 由 整个 实数 的 集合 RR 构成 ,其 值 域 是 的 某 个 子 集 . 正如 在 第 零 章 所 表 
明 的 那样 ,每 个 实数 可 以 考虑 成 数 直线 上 一 个 点 : 


i 


勒 内 : 篆 卡 儿 有 过 一 个 革命 性 的 思想 ,即将 两 条 这 样 的 数 直线 ( 一 条 为 x 轴 ,一 
条 为 y 轴 ) 按 直角 并 置 一 起 ,使 它们 交 于 原点 ;所 得 到 的 图 形 称 为 备 卡 儿 和 平面 . 
按 约定 ,把 * 轴 画 成 与 这 页 纸 的 底 边 缘 平 行 . 任 一 条 平行 于 x 轴 的 直线 叫做 一 条 
水 平 线 ,而 任意 平行 于 y 轴 的 直线 叫做 竖 直线 . 
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对 每 一 对 实数 (a,5) ,在 上 图 中 有 一 个 对 应 的 点 : 它 可 以 如 下 地 简单 得 到 , 即 从 
0 出 发 , 按 水 平方 向 ( 即 沿 x 轴 ) 移动 “a” 步 ,然后 按 竖 直 方向 从 x 轴 上 的 点 “a” 
移动 “b” 步 . 上 图 标 出 了 点 (3 ,2). 反之 ,如 果 给 定 了 一 个 笛 卡 儿 平 面 ,此 平面 中 
任意 点 P, 存 在 与 P 关 联 的 一 对 实数 . 天 才 笛 卡 儿 的 轻 轻 一 举 便 产生 了 把 任意 函 
数 转换 为 一 个 二 维 图 形 或 图 像 的 方法 . 

如 果 把 已 知 薄 数 政 写 为 

y = F(x), 

这 只 不 过 意味 着 对 每 个 实数 x, 存 在 由 函数 下 的 规则 决定 的 唯一 实数 y = F(x). 
如 果 人 们 描画 出 当 x 通过 各 实数 时 的 点 (x, Kx) ) , 则 得 到 了 F 的 图 像 . 称 y = 
F(x) 为 此 图 像 的 方程 . 

例 1.10 考虑 立方 函数 y =x. 让 我 们 画 出 对 应 于 * = 0,1,2, -1, -2 的 
下 面 5 个 点 ,如 下 左 图 . 在 画 出 更 多 的 点 ,将 其 填 满 时 ,我 们 得 到 了 图 像 , 如 下 右 
图 : 


注 ”每 个 函数 有 一 个 图 像 ,但 是 并 不 是 每 个 图 形 均 来 自 一 个 函数 . 例如 图 


y 
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便 不 能 对 应 于 一 个 函数 ,这 是 因为 对 一 个 x* 值 常常 有 两 个 y 值 . 这 破坏 了 函数 定 
义 中 的 唯一 性 . 


§1.3 的 习题 


(1 ~ 9) 在 你 的 CAS 上 使 用 绘图 功能 来 输出 所 有 §1.1 的 习题 (1) ~ (9) 的 图 像 . 

(10) 在 你 的 CAS 上 构造 Kx) = x. 给 出 函数 y = f(x),y = f(x +1),y = f(x +10) 和 
y = x - 10) 的 图 像 . 出 现 了 什么 情况 ? 

(11) 在 你 的 CAS 上 构造 六 xz) = 妇 . 给 出 函数 y = f(x),y = fx +1),y = f(x +10) 和 
7 = f(x - 10) 的 图 像 . 出 现 了 什么 情况 ? 

(12) 在 你 的 CAS 上 构造 f(x) = x 给 出 y = f(x),y = f(x) + 1,y = f(x) +10 和 
Y = A(x) -10 的 图 像 . 出 现 了 什么 情况 ? 

(13) 在 你 的 CAS 上 构造 冰 数 Ax) = x 给 出 y = f(x),y = f(x) +1,y = f(x)+10 和 
y = fA(x) -10 的 图 像 . 出 现 了 什么 情况 ? 


1.4 三 角 函 数 和 指数 函数 


本 节 简 要 地 复习 … 下 三 角 函 数 sin( 8) ,cos(6) 和 tan( 9) 以 及 指数 函数 a 
的 正式 定义 . 

考虑 一 个 圆心 在 0, 半 径 为 1 的 圆 . 设 OP 为 右 图 中 一 
条 固定 的 参照 直线 , 它 被 水 平地 画 出 . 按 定义 ,如 果 弧 PO 。 4 
的 长 度 为 1, 则 定义 角 9 具 有 度量 1 弧度 . 由 于 此 圆 的 全 周 长 i 
为 27, 故 对 应 个 完全 旋转 (360°) 的 角 具 有 度量 2T 弧度 . Na 
类 似 地 ,直角 (90*) 具有 /2 弧度 我们 也 容许 有 任意 大 度 
荆 的 角 , 例 如 6r 弧度 的 一 个 角 对 应 于 3 个 完全 旋转 

设 0 < 9 < 7/2. 考虑 - -个 直角 三 角形 , 它 的 斜 边 的 长 
为 几 直 角 边 长 为 有 和 4( 其 中 ,我 们 假设 长 度 为 4 的 边 与 6 
en i 


sin(B8) = cos( 0) 二 ,tan(0) = H 
B 
(在 - J 1 人 
pA 
cot(0) = i ,Sec(0) = a ,CSC(0) = 二 (0 A 
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本 节 只 想 对 其 作 简短 回顾 ,后 三 个 函数 在 本 节 不 加 细 说 . ) 首先 要 注意 的 是 这 
些 定义 只 依赖 于 角 9: 如 果 此 角 出 现在 两 个 不 同 的 直角 三 角形 中 , 则 这 些 三 角形 
必然 相似 ,因而 我 们 便 有 了 各 种 比值 的 等 式 , 即 


另 一 个 重要 的 观察 结果 是 我 们 可 以 把 毕 达 哥 拉 斯 定理 4 + B* = 下 转换 为 


恒等式 
sin’(0) + cos2(0) = 1. 


例 1.11 sin{ 开 】 = cos( 工 ) = ,an(T) = 1. 
这 些 计算 由 下 面 的 图 推出 . 
妈 等 妥 三 角形 


和 


例 1. 12 sin( 节 ) = 名 ,cos( 工 ) = 六 tan( 至 ) = 3. 


2 
这 些 等 式 还 是 从 一 个 图 得 到 : 
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例 113 cos(0) = 1,sin(0) = 0,cos( 也 )= 0,sin( 志 ) = 1. 


我 们 将 讨论 等 式 cos(0) = 1 和 sin(0) = 0, 而 将 剩 下 的 两 个 留 给 读者 . 设 9 


为 一 非常 小 的 角 . 
B 
-一 


4 


当 0 越 变 越 小 时 ,4 与 有 的 长 度 越 来 越 接 近 而 且 6 对 边 的 长 度 也 越 来 越 小 . 因此 


cos(0) = 分 
当 0 趋 向 0 时 必定 趋向 1. 相似 地 
sin(0) = 


当 0 趋 向 0 时 也 趋向 0. 这 个 论证 的 准确 阐述 需要 极限 的 概念 , 而 此 概念 将 在 
8$4. 1 中 详尽 地 讨论 . 

要 完成 对 三 角 聘 数 的 简 咯 讨论 , 我 们 还 必须 把 函数 的 定义 域 扩大 到 包 合 
9 > 7/2 的 那些 角 . 为 此 考虑 笛 卡 儿 平面 上 的 9, 此 平面 包括 了 x 轴 和 一 条 中 心 
在 原点 长 度 为 1 的 线段 . 

设 (x,y) 为 此 线段 的 端点 的 坐标 . 


我 们 定义 
sin(0) = y,cos(0) = x,tan(0) = 


注 从 下 面 的 图 示 中 可 以 看 出 ,此 定义 与 先前 对 0 < 9 < mm/2 时 的 定义 是 
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一 致 的 . 


例 1.14 sin{ 乞 ) 可 吨 ,cos( 红 ) = 一 记 


最 后 的 等 式 由 下 面 的 第 二 象限 图 示 推 导出 . 


例 1.15 函数 y = sin(x) 的 图 像 描绘 于 下 . 


可 清楚 看 到 ,在 每 个 完全 旋转 ( 即 在 一 个 2r 弧度 的 角 ) 之 后 ,图 像 必 定 自身 
重复 出 现 . 

我 们 以 引进 非常 重要 的 指数 函数 来 结束 本 章 . 固定 一 个 实 的 正 数 a 并 考虑 
在 有 理 数 集合 ( 记 作 Q ) 上 的 函数 ， 


1.4 三 角 函 数 和 指数 函数 “19 。 


X Ha， 


其 中 x e 0. 当 x 为 一 个 正 整 数 时 a” 的 意思 只 不 过 是 a 自 乘 x 次 . 例如 
a =u'a au'a'u. 我 们 定义 a” = 十 ,更 一 般 地 ,对 一 已 知 的 正 整数 ， 


二 1 
人 . a . 2 . g 
当今 as = 工时 ,我 们 便 看 到 了 指数 函数 的 引 人 注 目的 等 式 :对 任意 整数 * 和 y， 
a 0 = 0 C2 
问题 ”在 4 不 是 整数 时 应 该 如 何 定义 ar? 
我 们 要 在 保持 等 式 (1. 1) 成 立 的 情形 下 扩大 此 定义 . 事实 上 ,这 个 等 式 强行 
规定 了 应 当 如 何 进 行 扩充 . 例如 ,如 果 我 们 已 经 定义 了 a ,那么 当 a 自 乘 5 次 
必须 得 出 a, 即 


J i -上 E 
Fa as 03 。05 a : =a = a. 


a 人 ”二 
因此 a 是 a 的 5 次 根 , 即 a = $6 类似 地 ,对 已 知 的 任意 数 m， 
5 a a on ， 
n 次 
从 而 我 们 一 般 的 结论 是 
a = Van ， 


其 中 我 们 记 起 , 按 约定 , 当 n 为 偶数 时 我 们 选取 正 的 次 实 根 . 


$1.4 的 习题 

计算 下 列 值 . 用 你 的 CAS 检验 你 的 答案 . 

(1)cos{(37/2). {2)sin(67). (3)tan({27). {4)cos(4m/3). 
($5)sin(4m/3). (6)tan(S5m/3). (7)sin(S5m/3). (8)cos(S5m/3). 
(9)sin(37/4). (10)cos(3m/4). (11)tan(37/4). (12)cos(5m/4). 
{13)sin(Sm/4). (14)tan(7m/4). (15)cos(7m/4). 


(16) 在 你 的 CAS 上 计算 10”,15" ,100” ,精确 到 第 10 位 小 数 . 

(17) 在 你 的 CAS 上 计算 (10“)*,(15")3,(100”).. 

(18) 证 明 (x*)2 = x%. 

(19) 用 你 的 CAS 作 消 数 y = cos(x) 的 图 像 讨论 此 图 像 的 对 称 性 以 及 与 sin(x) 图 像 的 相似 处 . 
(20) 用 你 的 CAS 作 琐 数 y = tan(x) 的 图 像 . 此 图 像 的 对 称 性 如 何 ? 

(21) 证 明 cos(8) = sin(7/2 - 9). 
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(22) 证 明 cos(8 +T) = 一 cos 8 俯 及 cos(0 +27) = cos 8. 


第 一 章 的 附加 习题 


(1) 将 正方 形 面积 表达 为 其 边 长 x 的 一 个 函数 . 

(2) 将 立方 体 体积 表达 为 其 边 长 x 的 一 个 函数 . 

(3) 将 圆 的 面积 表达 为 半径 的 和 周 长 的 函数 . 用 你 的 CAS 作 这 两 个 函数 的 图 像 . 

(4) 假定 你 的 信用 卡 上 有 一 笔 未 偿 清 的 结 欠 $1 025 ,而 你 不 打算 用 它 再 去 进行 购买 . 信用 卡 
公司 课 以 月 利 为 1% 并 要 求 每 月 至 少 要 偿还 $ 50. 把 所 欠 总 数 表示 为 已 过 去 的 月 数 的 函 
数 . 在 你 的 CAS 上 构造 此 函数 并 确定 出 完全 偿 清 这 笔 结 欠 需 要 多 少 个 月 . 

求 下 列 函 数 的 定义 域 和 值 域 . 用 你 的 CAS 作出 每 个 函数 的 图 像 . 

L 


(5)f(x) = 1 E (6)f(x) 二 二 


x 一 16 NE 
(Tx) = V 守 起 A er rT 


(9) (a) 设 Ax) = x+6,g8(x) = **.f 和 gg 的 值 域 与 定义 域 是 什么 ? 

(b) 确定 g(f(x)) 和 f(g(x)). 它们 各 自 的 值 域 和 定义 域 是 什么 和 gg 能 否 互 换 ? 
在 下 面 的 习题 中 ,确定 方程 式 是 否定 义 了 y 为 x 的 函数 ,或 * 为 y 的 函数 ,还 是 两 者 都 是 或 两 
者 都 不 是 . 用 你 的 CAS 作出 方程 解 集合 的 图 ,这 可 能 对 你 有 所 帮助 . 


(10) 3x -6y = 10. (11)x + = 25. (12)xy = 2. 
(13) 4 任 a (14)x27 +4 = 8. (15) 7 =1 


(16) cos(8) ,sin(8) 和 tan(6) 各 自 的 定义 域 和 值 域 是 什么 ?用 你 的 CAS 构造 函数 
fs(0) = cos(0 +B), 


其 中 0 < 9 < 2m, 而 有 为 一 固定 数 . 作 有 = 也 时 此 函数 的 图 像 
(17) 你 能 否 导 出 用 cos(9) 和 sin( 9) 表示 出 的 cos(29) (sin(29) ) 的 公式 ?( 提 示 ; 将 轴 旋转 0 
角 . ) 用 同样 的 方法 你 可 以 得 到 cos(8 +B) 和 sin(8 +B) 的 公式 . 取 pB = 人 TTT ,而 


6 不 必 等 于 B, 在 你 的 CAS 上 来 验证 这 个 公式 . 
(18) 用 你 的 CAS 对 许多 个 固定 的 B 画 出 函数 J(0) = sin(B) + sin(6) 的 图 形 . 


么 了 ?你 能 推导 出 


什么 等 式 ? 
(20) 在 你 的 CAS 上 作 函 数 (x) = 2 的 图 像 . 另外 ,利用 你 的 CAS 对 h = 0.1,0.025,0.01， 


0. 005 ,0. 002 5 ,0. 001 ,计算 2 一! 的 值 . 你 注意 到 了 什么 ? 


第 二 章 ”函数 的 代数 


2.1 对 代数 的 非 严 格 介绍 


由 于 代数 的 准确 定义 元 长 而 且 是 专业 性 的 ,我 们 将 局 限于 一 种 非 正式 的 讨 
论 , 这 对 我 们 的 需求 已 足够 了 . 简短 地 说 ,一 个 代数 由 一 个 集合 .多 连同 .名 上 一 
组 运算 组 成 :名 上 的 一 个 运算 让 人 们 对 .名 中 任 取 两 个 元 素 能 生成 .名 中 的 第 三 
个 (唯一 的 ) 元 素 . 每 个 人 都 熟悉 的 代数 是 实数 R 的 代数 . 其 运算 为 加 法 和 乘法 ， 
连同 这 些 运 算 的 逆 , 即 减法 和 除法 . 及 是 众所周知 的 ( 依 此 观点 似乎 是 初等 的 ) ， 
然而 实际 上 存在 着 具有 复杂 和 陌生 形式 的 代数 ,其 运算 远 远 不 同 于 及 中 所 发 现 
的 那些 运算 . 
例 2.1 最 简单 的 代数 之 一 是 两 个 符号 0 和 1 的 二 进 制 代数 ， 
.多 = 10,1}. 
我 们 定义 其 运算 如 下 : 
0+0=0, 0+1=1, 1+0=1, 1+1=0; 
0-0=0 0-1=1, 1-0=1, 1-1=0; 
0x*0 =0, Ox*1=0, 1*0=0, 1*1 =1. 
于 是 .名 是 一 个 具 三 个 运算 +, -,* 的 代数 . 这 里 令 人 惊奇 的 事 只 有 1 +1 = 0. 
可 以 这 样 解释 :如 果 我 们 将 0 和 1 等 同 于 一 个 开关 的 位 置 ;运算 + 1 当 作 点 击 开 
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关 而 0 当 作 不 动 . 显然 点 击 两 次 总 起 来 又 回 到 原来 的 位 置 , 即 1 + 1 = 0. 这 个 代 
数 是 计算 机 电路 学 的 基础 . 


§2.1 的 习题 


(1) 在 你 的 CAS 上 构造 一 个 加 法 函数 ,其 中 定义 域 (4) = 1(0,0),(0,1) ,(1,0),(1,1)|, 且 
值 域 (4) = 10,1| , 它 满足 
4((0,0)) =0,4((0,1)) = 1,4((1,0)) =1.4((1,1)) = 0 
(2) 用 你 在 上 一 个 习题 中 构造 的 加 法 函数 计算 1 +1+1 和 1+1+1+1. 
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已 知 两 个 函数 败 x) ,g(x) ,我 们 可 以 对 它们 进行 加 ( 减 ) 以 得 到 一 个 新 的 函数 


f(x) + g(%). 
类 似 地 ,把 它们 相 乘 我 们 可 得 到 
f(x) * g(x). 
使 这 些 运 算 确 有 定义 的 唯一 必须 的 要 求 是 f 和 的 定义 域 应 该 一 致 ,而 且 加 、 
减 乘 运算 在 f 和 g 的 值 域 中 均 有 效 . 显然 ,如 果 我 们 假定 
定义 域 (f) = 定义 域 (g) = RR， 
值 域 (7) , 值 域 (g) C 及 ， 
则 一 切 均 顺利 可 行 . 我 们 可 以 作 函 数 相 除 吗 ?假定 我 们 不 除 以 0 的话 答案 是 肯定 
的 . 最 后 ,如 果 对 变量 x 代入 一 个 实数 值 ,比值 
f(x) /g(x) 
在 假设 g(x) 关 0 时 是 可 以 算出 来 的 . 
问题 ”最 简单 的 函数 是 什么 ? 
最 简单 的 函数 是 常 值 函 数 
f(x) = c， 
其 中 <。 是 一 个 固定 的 实数 . 这 里 的 f(x) 对 任意 的 x 取 相同 的 值 c. 这 个 函数 的 图 
像 为 水 平 直线 , 它 交 y 轴 于 点 (0,c). 
零 函 数 A(x) = 0 的 图 像 只 不 过 是 4 轴 . 这 个 函数 是 函数 代数 关于 加 法 的 单 
位 元 素 , 即 把 任意 函数 加 到 零 函 数 上 给 出 了 原来 的 函数 . 注意 , 零 汕 数 是 具有 这 
个 性 质 的 唯一 的 函数 . 类 似 地 ,函数 (x) = 1 是 函数 代数 关于 乘法 的 单位 元 素 . 


2.2 函数 的 代数 ,23 ， 


注意 , f(x) = 1 的 作用 就 像 数 1 在 通常 的 实数 代数 中 那样 . 
看 起 来 似乎 函数 代数 在 结构 上 非常 类 似 于 实数 代数 . 然而 令 人 惊讶 的 事 在 
等 着 我 们 . 函数 代数 包含 了 两 个 多 出 来 的 运算 ! 大 自然 赋予 这 个 代数 比 实数 代 
数 有 更 为 丰富 的 结 均 ,就 像 我们 将 看 到 的 ,这 导致 了 一 些 引人入胜 的 发 展 . 
定义 ”已 知 两 个 函数 /,g 使 得 值 域 (g) 包含 在 定义 域 (f) 中 . 我 们 可 以 形成 
函数 的 复合 , 记 为 /8, 它 是 一 个 由 下 面 规则 定义 的 新 函数 : 
(f° 8)(x) = f(g(x)), 
即 函 数 的 函数 . 
例 2.2 设 f(x) =x,g(x) =x+1, 则 
flg(x)) = g(x)’ =x +2x+] 
gf(x)) =f(x) +1 =x +l. 
这 个 例题 表明 ,一 般 情形 下 
f°gA¥g°f, 
这 是 一 个 在 实数 代数 中 对 加 法 或 乘法 都 没有 的 现象 . 
例 2.3 设 
Cj 2 g(x*) =x +l. 


+1 
然后 运用 我 们 的 CAS, 有 
x’ — Tx 


4 
+g =x +] + 
/+g x +1 


4 x’ ~ Tx 

g-/ =x +1 a 
Tx 
(x +1)(x’ +1)’ 


Ve 
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(x +1) -7(xt +1) 
(x +1)*+1 
x — 7x)’ 
A re | 
例 2.4({ 种 群 函数 ) ”这 个 例子 (应 归于 物理 学 家 费 根 堡 姆 (M. Feigenbaum) ) 
表示 这 样 一 个 系统 , 它 对 一 个 大 范围 的 初始 条 件 均 表现 正常 和 平稳 ,但 在 某 些 判 别 
值 处 突然 变 成 混沌 的 . 
固定 一 个 实数 0 < r < 4, 并 设 P,(x) =r .x(1 -x) 表示 一 个 种 群 函 数 ,其 
中 如 果 * 表示 在 一 已 知 年 度 某 个 物种 的 种 群 数 (为 简 音 起见, 我们 取 x 为 0 到 1 
之 间 的 数 ,而 真正 的 种 群 数 是 x 的 一 百 万 倍 ) ,于 是 P,(x) 表示 在 随后 的 年 度 里 
的 种 群 数 . 随时 间 推 移 ,种 群 会 发 生 什 么 情况 ?容易 看 出 ,在 第 =” 年度, 种 群 数 由 


P,。P,。 "oP 
n 次 


3 


2 


给 出 , 即 已 自身 复合 次 . 
$2.2 的 习题 


(1) 设 f(x) = x +2x+1,g8(x) = x -3. 计 算 f+g,g -f,f/g,f'g,f.eg 和 gef 
(2) 设 f(x) =x ~1,g(x) = 3x -2x+1. 计 算 f+g,g -f,f/e,f'g,f.g 和 gef 
(3) 设 f(x) = x +2,8(x) = 3*. 计 算 f+g,g -f,f/e,f:g,feg 和 gef 
(4) 设 f(x) = 2 ,g(x) = 2” ,计算 1。g 和 go。 
(5) 设 f(x) = Vx,g(x) = .计算 1。g 和 g。/ 
(6) 设 /(x) = Yr,g(x) =*. 计 算 f。g 和 g。/ 
(7) 设 fx) = cos(x -1),g(x) = x*+2. 计 算 1f。g 和 g。f 
(8) 设 fx) = Vx. 计 算 f。f。fof 
(9) 在 例 2, 4( 种 群 函数 ) 中 , 设 r = 2. 证 明 种 群 数 最 终 稳定 于 500 000, 即 取出 x 的 一 个 值 ,如 
x = 0.2, 计 算 P,(0.2) ,(P,。 P,)(0.2),(P,.。 P,。 P,)(0.2),…, 并 指出 这 些 数 收 伍 于 
0.5. 设 r = 1. 证 明 此 种 群 最 终 将 灭绝 , 即 它 稳定 于 0. 
(10) 设 r = 3.2. 指出 这 种 情形 中 种 群 数 最 终 在 两 个 值 0.5 和 0. 8 之 间 交 蔡 取 值 . 试 一 试 r 的 
一 个 稍 大 的 值 ,但 它 小 于 3. 57. 发 生 了 什么 ?现在 再 试 试 + = 3. 57 ,并 指出 种 群 数 以 一 种 
混沌 的 方式 增长 到 无 穷 . 当 7 进一步 增 大 时 会 发 生 什 么 ? 


23 单位 元 和 反 函 数 


回想 一 下 ,我 们 曾 看 到 函数 Kx) = 0 和 f(x) = !1 分 别 是 关于 加 法 和 乘法 运 


2.3 单位 元 和 反 函 数 “25， 


算 的 单位 元 (这 些 是 类 比 于 实数 代数 中 的 数 0 和 1). 由 此 有 下 面 的 
问题 ”函数 复合 运算 的 单位 元 是 什么 ? 
答案 是 恒 等 函 数 
I(x) = x. 
这 可 由 下 面 等 式 立 刻 得 到 : 
(fo D(x) =f(1(x)) = f(x), 
(Tof)(x) = 1(f(x)) = f(x), 
其 中 /为 任 -~ 函数 ,也 即 是 
(f°1) = (1 f/f) =/£ 
例 2.5 当 我 们 在 CAS 上 定义 1(x) = x, f(x) = cos(x -1) ,我 们 可 容易 
验证 I。f = f/f。 
正如 我 们 在 前 面 所 看 到 的 , 函数 的 乘法 运算 的 逆 ( 当 它 存在 时 ) 是 除法 运 


算 , 即 / 乘 以 下 产生 乘法 单位 元 


类 似 地 ,对 于 加 法 运算 ,其 逆 运 算是 减法 , 即 f 加 上 -产生 加 法 单位 元 : 
f+(-f)=(-f)+f=0. 
问题 “相伴 于 函数 复合 的 逆 运算 是 什么 ? 
定义 ”已 知 函 数 /,，f 的 遂 ( 也 称 为 1 的 反 函 数 ) 记 作 三 ,是 这 样 一 个 函数 ， 
它 的 定义 域 是 集合 值 域 (站 ,而 其 值 域 是 集合 定义 域 (有 , 它 由 下 面 的 规则 定义 : 


fof =f"*of=1, 
其 中 了 为 复合 的 单位 元 函数 , 如 果 不 能 定义 满足 上 述 规 则 的 一 个 函数 /1!, 我 们 
则 说 .三 : 不 存在 . 
警示 ”一 般 来 说 ， 
1 1 
fz# fF 


认识 到 这 :点 是 很 重要 的 . 
-个 盟 数 的 逆 什 么 时 候 存在 ?要 回答 这 个 问题 我 们 需要 一 个 重要 的 概念 . 
定义 称 一 个 函数 广 4 一 一 B 是 一 对 一 的 是 指 ,如 果 对 值 域 (f) 中 每 个 元 
素 b, 存 在 定义 域 4 中 一 个 唯一 的 元 素 a, 使 得 Fa) = b. 
我 们 现在 可 以 识别 出 哪些 函数 是 可 闭 的 , 即 有 一 个 逆 元 ， 
命题 2.6 一 个 咏 数 有 逆 当 且 仅 当 它 是 一 对 一 的 . 
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证 明 ”在 $2.3 的 习题 5 中 , 留 给 读者 . 
例 2.7 函数 h(z) = 这 “是 信函 数 d(x) = 2x 的 递 ( 它 明显 是 一 对 一 的 ) ， 


这 是 由 于 
do h(x) = d(h(x)) = d(3*) 和 


和 
h(d(x)) = h(2x) = x. 

例 2.8 设 a,6b 为 两 个 任意 给 定 的 实数 ,其 中 a 关 0.f(x) = ax +z8 的 道 是 
什么 ? . 
在 找寻 反 范 数 前 我 们 首先 必须 检验 扎 x) 是 一 对 一 的 . 事实 上 假设 a 关 0 保 
证 了 /是 一 对 一 的 :如 果 和 %, 是 不 同 的 数 , 则 在 a 关 0 时 ax + 天 ax + 
现在 回 到 求 /的 逆 ; 一 个 函数 g(x) 若 有 


f(g(x%)) = x. 
则 是 f(x) 的 道 . 这 时 我 们 得 到 等 式 
ag(%) +b = x, 


即 
f (x) = g(x) = (x -6b)/a. 
例 2.9 f(x) = x +5 在 无 穷 区 间 x > 0 上 的 道 是 什么 ? 
注意 到 在 无 穷 区 间 x = 0 上 f(x) 是 一 对 一 的 ; 现在 我 们 来 找 一 个 函数 
8(%) ,使 得 f(g(x)) = x. 由 于 fx) = x* +5, 我 们 有 
f(g(%)) = g(x)* +5 =%, 
解 出 g(x) 我 们 便 得 到 了 f(x) 的 逆 ， 
f (x) = g(x) = Vx ~5. 
注 ”在 找到 各 种 函数 的 逆 时 我 们 应 知道 ,一 旦 /"' 存在 则 它 是 唯一 的 . 可 以 
这 样 看 出 : 设 g 是 f 的 另 一 个 逆 函 数 . 于 是 由 定义 ,g。f = f。g = 1, 我 们 便 得 到 
f/f =(g°f)°f" =8° (f°/")=g. 


$2.3 的 习题 
(1) 证 明 平 方 函数 与 平方 根 函 数 形成 一 对 北 函 数 


(2) 证 明 立 方 函数 与 三 次 根 函 数 形成 一 对 逆 函 数 . 
(3) 用 CAS 验证 In 函数 与 exp 函数 形成 一 对 逆 函 数 . 
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(4) 证 明 函 数 A(x) = x” 的 逆 是 (xz) = x 

(5) 验证 命题 2. 6. 

(6) 已 知 函数 /是 ~… 对 一 的 ,证 明 f ”的 反 函 数 是 原来 的 沙 数 . 

(7) 设 y = mx + 6 起 一 条 直线 的 函数 . 其 反 函 数 是 什么 ? 它 是 否 还 是 一 条 直线 ? 

(8) 对 函数 的 xz) = x” +a 求 出 广 (xz)， 

(9) 求 一 个 函数 的 x) ,使 其 为 自己 的 反 函 数 , 即 几 xz) = (zx)， 

(10) 琢 数 cos(x) 在 区 间 0 < x < 7 是 一 对 一 的 . 因此 它 有 一 个 确 有 定义 的 道 , 记 为 


arccos(x) ,其 定义 域 为 -1 < x 和 < 1. 计算 arecos(1),arceos( 一 1) ,arceos( 于)， 
六 二 3 3 
arccos{ = ) ,areeosl 宇 ) 和 arccos( 本 a} 

(11) 函数 sin(*) 在 区 间 - 了 < x < 了 了 是 一 对 一 的 . 因此 它 有 一 个 确 有 定义 的 逆 , 记 为 
arcsin(x) ,其 定义 域 为 -1 < x < 1. 计算 arcsin(1),arcsin(- 1) ,arcsin( 广 )， 
arcsin{ 党 辽 】 ,arcsin{ 宇 ),aresin( SS } 

(12) 证 明 对 -1 和 x 和 1 有 cos(arcsin(x)) = v1 - x. 提示 ;回想 对 - py <ues 也 有 


cos(u) = v1 -sn (u) 
这 是 因为 cos(&) 在 此 区 间 为 正 . 


第 二 章 的 附加 习题 


(1) 将 h(x) = tan(* ) 表示 为 两 个 函数 /和 gg 的 复合 . 


2 Sa 了 
(2) 将 h(x) = ety 表示 为 两 个 函数 f 和 g 的 复合 . 
2sinz . 
(3) 将 h(x) = 1 表示 为 两 个 浮 数 /和 & 的 复合 . 
(4) 在 你 的 CAS 三 作 下 面 蚌 数 的 疼 像 ， 
] 
fx) > 如 果 * 夺 3， 
刀 -6r+9， 如 果 x > 3. 
8 有 逆 吗 ?如 果 有 , 求 出 它 . 提示 :x? -6x +9 = (x -3)2. 
(5) 用 你 的 CAS 作 e 和 nx 的 图 像 . 然后 作 函 数 扩 sx) = x 的 图 像 . 你 留意 到 了 什么 ? 
(6) 设 


ee 1 
Rs (x -2)(x -3). 
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f 的 定义 域 是 什么 ?的 值 域 是 什么 ?的 逆 是 否 存在 ? 找 出 使 /和 /都 有 定义 的 最 大 区 域 . 
用 你 的 CAS 在 那个 区 域 上 作 f” 的 图 像 . 

(7) 一 般 情形 下 ,是否 f。&g = g。 户 

(8) 是 否 有 时 f。g = g。f 成 立 ? 


(9) 如 果 f(3x + 1) = 一 一, 求 /(x) (提示 ; 令 z = 3x + 1, 然 后 求 出 f(z)). 


we 

(10) 如 果 f(x +1) = x -6x +10, 求 f(x). 
(11) 求 函数 /和 gg, 使 得 f(g(x)) = sin( x7 +1). 
(12) 设 Ax) 只 在 x* = 0 时 有 f(x) = 0, 设 g(x) = x -6. 对 什么 x* 值 有 有 f。 g(x) = 0? 
(13) 如 果 对 x 在 /的 定义 域 中 及 x) = f( -x) , 则 称 此 函数 为 偶 的 ;如 果 f(x) = -f( -x)， 

则 称 其 为 奇 的 . 用 你 的 CAS 作 函数 (x) = x -1 的 图 像 . f(x) 是 偶 的 还 是 奇 的 ?Kx) 有 

何 种 几何 性 质 ? 
将 下 列 函 数 按 偶 , 奇 ,或 两 者 均 不 是 分 类 (其 定义 在 习题 (13) 中 已 给 出 ) 并 用 你 的 CAS 作 其 
图 像 . 
(14)f(x) =| x1. 
(15)f(x) = sin(x). 
(16)f(x) =| x -2|+3. 

-x~-2， 如 果 x 万-2， 
(17)f(x) = [= +4， 如 果 -2 <xv<2， 
x-2, 如 果 x 关 2. 

(18) 如 果 f(x) 为 奇 旺 数 ,g(x) 应 该 满足 什么 条 件 能 使 得 g。f(x) 为 偶 ? 为 奇 ? 
(19) 设 作 x) = (x -a)”. 用 你 的 CAS 对 一 些 给 定 的 a 作 图 像 .f(x) 具有 什么 几何 性 质 ? 现 假 

设 g(x) = e",g。f(x) 是 否 具有 与 用 x) 一 样 的 几何 性 质 ? 代 数 地 表示 这 个 性 质 . 
(20) 设 a 为 常数 ,并 假设 /是 一 个 函数 , 它 对 所 有 的 x 满足 

fla-x) = f(a +x). 
f 的 图 像 必 有 具有 什么 几何 性 质 ? 
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3.1 直线 


在 $1.3 中 介绍 的 笛 卡 儿 坐 标 系 使 我 们 能 将 函数 当 作 图 像 来 形象 化 地 看 
待 . 大 多 数 出 现在 自然 界 ( 即 物理 ,生物 ,经 济 等 ) 的 函数 看 起 来 像 曲线 . 例如 高 
利 贷 函数 ( 见 $1.2 的 例 1.3) 的 图 像 看 起 来 像 下 图 . 


12000 
10000 
8000 
6000 
4000 
2000 


10 20 30 40 50 


更 加 复杂 的 函数 , 像 新 设计 的 平方 根 函 数 ( 参 见 $ 1.2 的 例 1.8) 不 能 被 形 
象 地 看 成 一 条 光滑 曲线 . 
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研究 函数 的 一 个 强 有 力 的 方法 是 运用 与 其 相伴 的 图 像 的 几何 所 推导 出 的 
信息 . 那些 其 图 像 是 已 很 熟悉 的 几何 图 形 的 函数 可 以 证 明 具 有 特别 美妙 的 性 
质 ;这 里 所 说 的 那 种 几何 图 形 包括 直线 ,半圆 等 . 我 们 挑选 出 这 些 特殊 的 函数 . 

问题 3.1 确定 那些 图 像 为 直线 的 所 有 可 能 的 函数 . 

这 个 问题 的 解 依赖 于 经 典 的 欧 氏 几何 的 一 个 基本 原理 : 任 一 直线 也 与 任意 
水 平 直线 交 成 相同 的 角 . 在 下 面 的 图 中 ,直线 上 与 两 条 水 平 线 相交 ( 交 于 PP 和 0 
点 ) ,并 形成 了 角 c 和 2, 它们 必定 相等 


于 是 当 我 们 形成 两 个 直角 三 角形 ( 沿 上 图 中 所 画 出 的 水 平 线 ) 时 ,由 于 角 a 
和 相等 ,的 正切 tan(a) = 二 必定 等 于 tan(b) = 六 : 

hh FH 

( 竖 直 距离 与 水 平 距离 的 ) 比值 二 叫做 此 


直线 的 斜率 . 由 上 面 的 讨论 知道 ,直线 工 的 
斜率 是 能 明确 定义 的 ( 即 与 点 尸 无 关 ). 注 
意 到 此 概念 出 现在 两 千 多 年 前 的 与 金字 堵 
建筑 有 关 的 古 埃 及 纸 草书 中 是 颇 有 意思 
的 . 


3.1 直线 “31 ， 


如 果 一 条 直线 被 画 在 笛 卡 儿 平面 上 ,而 (x,y) , (x',y') 为 直线 上 的 任意 两 
个 点 ,那么 ,不 参照 任何 角 , 我 们 有 其 他 选择 : 
定义 通过 不 同 点 (x,y) 和 (x',y') 的 直线 的 斜率 定义 为 
2 
XN -x 
警示 ”如 果 直 线 忆 不 是 竖 直 的 , 则 此 定义 是 明确 的 . 在 L 是 竖 直 的 情况 下 ， 
LL 上 的 每 个 点 对 于 x 轴 都 相等 ,于 是 在 斜率 的 计算 中 我 们 将 会 除 以 0. 具有 启发 
性 的 说 法 是 一 条 竖 直线 具有 无 穷 斜 率 ( 注 意 , 一 条 坚 直线 从 不 是 一 个 函数 的 图 
像 ). 
我 们 现在 集中 注意 于 具有 有 限 斜 率 m 的 一 条 任意 直线 . 由 于 上 不 是 竖 直 的 ， 
它 必定 与 y 轴 交 于 某 个 点 (0,6). 如 果 (x,y) 为 L 上 另 一 个 任意 点 , 则 我 们 有 


了 一 
m= 0 
了 
了 L 
二 
x (0,5) 
简化 后 我 们 得 到 有 名 的 方程 
y= mx+b. 
总 起 来 我 们 已 经 证 明了 
命题 3.2 其 图 像 为 一 条 直线 的 每 y 
个 函数 必定 有 形式 
F(x)} = mx +6b, 
其 中 mm 为 此 直线 的 斜率 , (0,b) 为 此 直 
线 与 y 轴 的 交点 . (0,b) ”水平 直线 


注 ”水 平 直 线 是 一 个 非常 重要 的 色素 - 


例子 . 这 时 斜率 = 0, 且 此 函数 具 形式 
天 《和 站 二 和 四 
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其 中 (0,6) 为 此 直线 与 y 轴 的 交点 . 
例 3.3 求 直线 2x - 3y = 5 的 斜率 和 y - 截 距 . 
从 原来 的 方程 开始 ,我 们 用 一 点 初等 代数 来 重 写 此 方程 为 3y = 2x - 5, 或 


y = 3* - 子 - 现在 我 们 看 出 了 此 直线 的 斜率 为 子 ,而 y - 截 距 为 4 = - 了 


例 3.4 ”考察 两 条 直线 y= 3x + 2 和 y = 2x - 1, 它 们 相交 于 何 处 ? 
交点 (<,y) 同时 位 于 两 直线 上 . 要 求 此 点 ,我们 必须 求解 含有 两 个 未 知 数 的 
两 个 方 各 
y -3x=2, 
y-2x=-1, 
将 它们 相 减 ,得 到 - x = 3; 将 其 代入 任 一 直线 方程 , 求 得 y = -7 
例 3.5 。 求 通过 点 (1,3) 和 (2,4) 的 直线 方程 
此 直线 的 斜率 为 m = 3 二， = 1. 因此 其 方程 有 形式 y = * + 上 因为 点 (1,3) 
在 直线 上 ,我 们 可 代 * = 1 和 y = 3 到 方程 y = *+6 中 产生 了 3 = 1 +6, 即 6 = 2 
我 们 结论 是 ,此 直线 的 方程 由 y = * + 2 给 出 


§3.1 的 习题 


(1) 求 直线 6x + 2y = 11 的 斜率 和 y - 截 距 . 在 你 的 CAS 上 作 此 直线 的 图 像 
(2) 求 直线 x - 3y = 的 斜率 和 y - 截 距 . 在 你 的 CAS 上 作 此 直线 的 图 像 . 
(3) 求 两 条 直线 3x - 2y = 1 和 2x + y = 5 的 交点 . 在 你 的 CAS 上 作出 这 些 直线 的 图 像 . 
(4) 考虑 两 条 任意 直线 
Li:ax+by+ce,=0, 
LD: ax+by+c,= 0. 
这 些 直线 交 于 何 处 ?证 明 如 果 a,8, - ob z 0, 则 世 与 世相 交 . 否则 它们 平行 . 
(5) 求 通过 两 点 ( -2,3) 和 (1, -2) 的 直线 方程 . 在 你 的 CAS 上 画 出 这 些 点 和 通过 这 些 点 的 
直线 . 
(6) 用 点 (1,4) 和 (2, -~ 3) 重复 习题 (5). 
(7) 用 你 的 CAS 作 两 条 直线 
L :2x -3y= 13, 
L,: 3x+2y=7 
的 图 像 . 证 明 它们 相互 垂直 . 提示 : 利用 如 下 事实 : 两 条 直线 如 果 它 们 的 斜率 的 乘积 为 
-1 则 它们 冬 直 . 
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(8) 两 条 直线 如 果 永 不 相交 则 说 它们 平行 . 证 明 任 两 条 具 相 同 斜 率 的 直线 平行 . 

(9) 验证 事实 : 任 两 条 具 斜 率 m, 和 ma 的 直线 当 mi'ma = - 1 时 筹 直 . 

(10) 决定 三 个 点 (1,3),( -1,5),(9, - 4) 是 否 同 在 一 条 直线 上 . 

(11) 求 通过 ( - 1,2) 并 垂直 于 直线 2x - 3y = 4 的 直线 方程 

(12) 求 以 (1,3) 和 (4, - 1) 为 端点 的 线段 的 垂直 平分 线 的 方程 . 在 你 的 CAS 上 作 此 线段 和 
它 的 垂直 平分 线 的 图 像 . 


3.2 圆 


问题 3.6 ”决定 其 图 像 为 半圆 的 函数 ， 

我 们 以 回顾 毕 达 哥 拉 斯 定理 来 着 手 解决 这 个 问题 . 毕 达 哥 
ma 
中 ,我 们 有 

a +b* = ce. b 


毕 达 哥 拉 斯 定理 的 证 明 由 下 面 的 图 示 给 出 : 


a b a b 


这 个 古老 的 公式 使 我 们 能 够 求 出 箔 卡 儿 平面 上 任 两 个 点 (x*,y) 和 (x',y') 


间 的 距离 d4, 有 公式 
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d? = (x — x) + (y’ -7y)’, 
d= V(x -x) 二 (y’ 一 y) 


现在 ,半径 为 >, 中心 在 点 (c,d) 的 圆 由 那些 距离 (c,d) 为 r 的 点 (x,y) 的 轨迹 
(集合 ) 构成 . 


或 者 


(Xp) 


7 = (re) + (y -d)’, 


由 此 有 


yd VE, 


y= Vr -(x~e) +d. 
依照 标准 的 约定 ,在 上 面 使 用 了 正平 方 根 我 们 得 到 : 
命题 3.7 其 图 像 为 半径 7r, 中 心 在 (c,d) 的 半圆 的 每 个 函数 必定 具有 下 面 
两 种 形式 之 一 : 
F(x) = VF (x-c) +d 
或 者 
F(x) =- Vr - (x-e) +d. 
概括 起 来 说 ,我 们 已 经 得 到 了 一 个 出 色 的 结论 , 即 如 果 函 数 玉 不具 有 形式 F(x) 
= mx +5, 则 其 图 像 必定 是 弯曲 的 ! 它 不 能 是 一 条 直线 . 更 进一步 ,如 果 F 不 是 形 
式 
F(x) =+ Vr - (x-c) :+d, 
则 其 图 像 不 可 能 是 圆 . 
例 3.8 求 半径 为 5 中 心 在 (1,3) 的 一 个 圆 的 方程 ,构造 一 个 函数 ,使 它 的 
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图 像 为 半径 5 中 心 (1,3) 的 一 个 半圆 . 
这 个 圆 的 方程 就 是 (x - 1)”+ (y - 3)”= 25. 图 像 为 半圆 的 函数 为 
F(x) = V25 - (x -1): +3. 
例 3.9 计算 点 (1,1) 和 (5, -2) 之 间 的 距离 . 
距离 d 由 
d= VS5-1) +(-2-1) = V25 =5 
给 出 . 


例 3.10 求 点 (4,1) 和 直线 y = 3x - 1 之 间 的 最 短 距 高. 

要 解 这 个 问题 我 们 必须 先 求 出 经 过 (4,1) 并 垂直 于 直线 y = 3x - 1 的 直线 
方程 . 一 旦 做 到 这 点 我 们 必须 找到 这 两 条 直线 的 相交 点 P, 于 是 P 与 (4,1) 间 的 
距离 便 给 出 了 最 终 的 答案 . 由 §3.1 的 习题 (9), 我 们 知道 任 一 条 垂直 于 


y = 3x - 1 的 直线 必 具 斜率 - 村, 因此 取 形式 y = -二 x + 5 由 于 (4,1) 在 此 直 
线 上 , 我 们 便 知道 所 求 直线 由 y = - 和 + 地 给 出 . 这 两 条 直线 的 交点 由 令 
3z -1 = -地 + 可 算出 .得 出 = 1, 从 而 所 求 P 点 为 P = (1,2). 要 完成 此 习 


题 我 们 还 要 计算 (1,2) 与 (4,1) 间 的 距离 :d = V(4 -1) +(2-1)”= Vid. 
结果 是 : V10 是 (4,1) 与 直线 y = 3x - 1 间 的 最 短 距离 . 


$3.2 的 习题 


在 下 面 的 5 个 习题 中 求 圆 的 方程 ,这 些 圆 中 心 在 P, 半 径 为 R. 用 你 的 CAS 作 上 半 和 下 半圆 的 

图 像 . 

(DR =1,P = (1,3). 

(2)R = 3,P = (-1,5). 

(3)R = 10,P = (-3,-2). 

(4)R=5,P = (1.3,-2.1) 

(5)R =2,P = (m, -1.03). 

(6) 计算 点 PP 与 点 P, 之 间 的 距离 :P,， = (1,3),P, = (3, -1); 
P = (0,1),P, = (-1, -3),P, = (2,3),P, = (-2,11). 

(7) 求 点 (1,3) 和 直线 2x - 4y = - 1 间 的 最 短 距 离 . 

(8) 求 点 (- 1,2) 和 直线 y = 5x - 2 间 的 最 短 距离 . 
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(9) (的 近似 值 ) 以 毕 达 哥 拉 斯 做 过 的 方式 对 mr 进行 估 值 . 


0.2 04 06 08 1 1.2 


在 四 分 之 一 的 贺 上 选取 下 面 4 个 点 : 
90.4- 司 (V 嫩 ( 辐 
这 些 点 对 于 = 轴 是 等 间隔 的 , 把 这 些 点 之 间 的 距离 加 起 来 . 这 近似 于 二 周 长 ( 即 二 


因此 在 将 此 和 乘 以 2 时 我 们 便 得 到 了 的 一 个 近似 值 . 
(10) 重复 上 面 习 题 (9) ,但 在 四 分 之 一 圆 上 取 8 个 点 以 得 到 另 一 个 的 近似 值 . 这 个 近似 值 
较 上 面 得 到 的 要 好 多 少 ? 


第 三 章 的 附加 习题 


(1) 求 经 过 点 已 = (二 加) 和 已 = (x, ,yy) 的 直线 的 一 般 方程 . 

在 习题 (2) ~ (4) 中 ,在 你 的 CAS 上 作 联 结 P, 和 忆 的 直线 图 形 , 并 求 联结 局 和 P, 的 线段 

的 中 点 . 

(2)P = (2,0),P, = (-4,6). 

(3)P = (-1,7),P, = {-4,6). 

(4)P = (3,1),P, = (-1,1). 

(5) 你 能 找到 一 个 公式 ,用 它 来 求 联结 点 P, 和 ,线段 的 中 点 ? 

(6) 求 , 使 得 (3,k) 与 (4,6) 和 (9,1) 等 距 . 

(7) 求 一 直线 的 方程 使 此 直线 平行 于 y = 6x - 1 是 其 y - 截 距 为 6. 

(8) 求 一 直线 方 穆 , 此 直线 是 联结 P， = (2,6) 和 P，= (3,11) 线段 的 垂直 平分 线 . 用 你 的 
CAS 作出 此 直线 和 线段 的 图 . 

(9) 求 一 直线 方程 ,此 直线 是 联结 P = (5, - 1) 和 已 = (4,8) 的 线段 的 垂直 平分 线 , 用 你 
的 CAS 作出 此 直线 和 线段 的 图 
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(10) 用 你 的 CAS 作出 下 面 抛 物 线 的 图 形 , 并 定 出 每 一 条 对 称 直线 : 
y=-(x-2)’ -3. 

(11) 求 一 抛物 线 的 方程 ,此 抛物 线 的 对 称 线 为 x = 1, 且 开口 向 下 并 有 极 大 值 y = 10. 提示 : 
查看 习题 (10) 并 作出 改变 2 或 3 后 的 许多 种 图 像 . 

(12) 求 出 一 条 直线 的 斜率 和 它 与 * 轴 的 夹 角 9 之 间 的 关系 . (假定 8 < 7). 

(13) 设 六 和 疡 是 具 斜 率 m 和 ma 的 两 条 直线 ,它们 相交 于 点 p. 设 9 为 这 两 条 直线 在 p 点 构 
成 的 角 . 设 B 和 局 分 别 为 与 x 轴 和 天 与 x 轴 构成 的 角 . 假设 B，> B,. 你 能 用 B, 和 
B; 算出 tan(6) 吗 ? 

(14) 考虑 联结 两 个 任意 点 4a,b 的 线段 . 设 4 为 一 点 ,使 得 线段 4a 与 46 之 间 的 角 a 为 直角 . 当 


保持 角 a 为 于 ,4 点 移动 时 它 所 措 绘 出 的 几何 图 形 是 什么 ? 
(15) 在 你 的 CAS 上 作 (% -1)? + (y -1)? -1 = 0 的 图 形 
(a) 用 (1 代替 (x - 1)*, 作 出 所 得 方程 的 图 . 你 能 说 些 什么 ? 


(CD) 以 全 - 代 殉 (y -1)”, 作 出 所 得 方程 的 图 ,你 注意 到 了 什么 ?还 有 中 心 吗 ? 


(16) 用 你 的 CAS 作 竺 二 - - (y -1)? = 1 的 图 . 你 能 发 现 对 称 性 吗 ?还 有 中 心 ? 所 得 图 形 被 


称 做 一 个 左右 对 称 型 双 曲 线 . 方程 
G1) -ei 和 


为 "上 下 对 称 型 ” 双 曲 线 的 方程 . 作出 它 的 图 来 以 识别 对 称 性 和 中 心 、 
(17) 仍旧 考虑 方程 


-or-D: -1 


如 果 方 程 右 端 变 成 0 会 发 生 什么 ?如 果 用 - 2 替代 它 又 会 发 生 什么 ? 
(18) 还 是 考虑 前 一 个 问题 中 的 方程 . 在 你 的 CAS 上 研究 右 端 换 为 0 后 所 发 生 的 情形 . 作出 表 
示 


yD) 1 


解 的 图 形 . 
(19) 将 方程 
x -y+4x +2y+2 =0 
化 成 类 似 于 习题 (18) 中 的 方程 形式 来 识别 其 图 形 . 
(20) 将 方程 
2x +y -4x+6y+9=0 
化 成 类 似 于 习题 (18) 中 的 方程 形式 来 识别 其 图 形 . 
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4.1 序列 的 极限 


考虑 一 个 实数 的 序列 ,例如 
4. 01 ,4. 001 ,4. 000 01 ,4. 000 000 001 ,…. 

如 果 我 们 假定 此 序列 无 限 地 继续 下 去 , ( 递 从 的 规则 是 ,我 们 有 数 4, 一 个 小 数 
点 ,一 段 0, 其 长 度 一 直 加 倍 下 去 ,然后 是 一 个 1) ,显然 这 些 序列 中 的 数 越 来 越 
接近 4 ,我 们 说 ,这 序列 收敛 于 4 ,或 者 此 序列 的 极限 是 4. 正式 地 我 们 有 下 述 定 
义 : 

定义 。 实数 的 一 个 无 穷 序 列 

Q1 302 603 ，G04 


收敛 于 4, 或 者 趋向 极限 a 是 说 ,如 果 


Ja -a,| 
对 所 有 > N, 当 六 一 o 时 它 变 得 任意 的 小 . 我 们 简洁 地 表示 这 种 情形 为 
lima, = a, 
或 者 
a sQ 03 人 人. 


例 4.1 在 上 面 的 序列 中 令 a，= 4. 01,a，= 4. 001,a，= 4. 000 01 ,等 等 ， 


4.2 函数 的 极限 “39， 


我 们 有 
14 -a,|= 10” = 0.00…001. 
2" 个 
由 此 得 到 ,对 任意 大 的 N, 如 果 n > N, 则 |4 - a | < 102. 对 于 此 例 它 证 明了 


ClyG2 03 一 4. 


4.2 函数 的 极限 


函数 极限 的 概念 是 微 积分 英 基 性 的 本 质 思想 之 一 . 从 直观 的 观点 看 ,事情 
是 简单 的 . 然而 困难 在 于 将 直观 化 成 精确 . 许多 学 生 对 此 精确 定义 采取 了 遮 谈 
掩 掩 的 态度 ,这 对 他 们 理解 微 积分 带 来 重大 的 损失 . 为 了 想 弥 补 这 种 情况 ,我 们 
从 简单 的 着 手 . 

悖 论 。 在 你 的 CAS 上 定义 函数 


fx) = 1, 


如 果 你 要 求 (1) 的 值 ,CAS 转 而 回应 说 它 不 能 用 0 去 除 . 但 简单 应 用 初等 代数 
便 有 了 等 式 


Em | 1 
Ts (x 0 1) -x+1， 
它 使 我 们 认为 1(1) 应 该 等 于 172. 
到 底 怎 样 了 ?问题 出 在 上 面 的 函数 在 x = 1 没有 明确 的 定义 ,从 而 计算 机 不 
能 真正 了 解 函数 在 这 一 点 的 规则 . 如 果 你 的 CAS 有 一 个 化 简 指令 (SIMPLIFY ) ， 
那么 当 此 指令 启动 后 它 将 消去 这 个 函数 的 分 子 和 分 母 的 公共 因子 (x - 1) ,最 后 
得 到 


f(x) = 
% 十 证 
可 惜 ,化 简 指令 并 不 总 能 做 这 种 技巧 . 要 明白 这 点 ,考虑 例子 , 即 函 数 
g(x) = Sn 


在 你 的 CAS 上 你 可 以 构造 g(x) 并 容易 验证 数值 g(m/2) = 0. 636 62…， 
8(1.5) = 0.665… 但 假如 我 们 试图 计算 g(0) 时 ,计算 机 就 要 回应 错误 的 信 
息 . 即便 我 们 试图 利用 化 简 指令 重新 构造 8(x) 后 , 当 我 们 要 求 值 a(0) 时 我 们 
仍旧 会 面临 着 错误 信息 . 

例 4.2 基于 CAS 计算,g(0) 应 该 有 什么 值 ? 
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如 果 我 们 考虑 数列 ( 它 趋向 0) : 
1,0. 1,0. 01 ,0. 001 ,0. 000 1，… 


并 在 此 序列 的 每 点 上 计算 ge(*) , 我 们 得 到 g(1) = 0.841 47…,g(0.1) = 
0. 998 33…,8(0.01) = 0. 999 999 833.…,g(0.000 1) = 0. 999 999 998…. 这 使 


我 们 预料 会 有 g(0) = 1. 一 个 富 于 启发 性 的 证 明 可 由 考察 下 面 图 示 得 到 ; 
P 
| 
me 
其 中 三 角形 斜 边 的 长 为 1 ,我 们 看 到 
es 于 闻 = (PQ) 的 长 . 


但 角 x 按 弧度 定义 为 弧 P@' 的 长 . 当 角 * 趋 向 0 时 弧 则 趋向 线段 PC ,因此 它们 长 
度 的 比值 趋向 1. 


例 4.3 设 f( 


么 ? 
在 此 例子 , 当 我 们 检验 , 辟 如 序列 f(0.9) = 0.526 315 79, f(0.99) = 
0. 502 512 56, f/(0. 999) = 0. 500 250 1, 及 f(0.999 9) = 0. 500 025 时 ,让 我 们 


察觉 到 /(1) = 二- 


这 个 非 正式 的 讨论 把 我 们 引 向 这 样 的 结论 , 即 对 两 个 函数 /(*) = 考 二 和 


g(*) = 各 (于 , 当 简化 指令 SIMPLIFY 不 总 是 可 行 时 ,这 些 函 数 仍旧 可 以 在 这 


些 具 坏 表现 的 点 x = 1,x = 0, 分 别 通过 极限 过 程 被 定义 , 即 
f(0.9) = 0. 526 315 79, f(0.99) = 0. 502 512 56, 
f(0.999) = 0. 500 250 1,…， 
8(0.1) = 0.998 33,g(0.01) = 0.999 999 833, 
g(0.001) = 0.999 999 998 ,…. 
在 上 面 的 两 种 情形 中 序列 的 极限 都 给 出 了 函数 所 预料 到 的 值 . 
定义 ” 设 F(x) 为 一 函数 . 假设 存在 一 个 实数 5, 使 得 对 任何 一 个 点 序列 


4.2 函数 的 极限 41， 


QQ 03， ?a 
都 有 
limF(a,) = b. 
我 们 则 说 
limF (x) =b. 
注 ”记号 lim/(x) = 6 主要 用 于 在 /(a) 没有 明确 定义 的 时 候 . 如 果 /f(a) 确 
有 定义 目 上 述 极限 存在 , 则 写 为 lim f(x) = f(a). 
例 4.4 考虑 /(+) = 汝 二 由于/(x) 在 * = 3 有 明确 定义 , 便 没有 必要 通 
过 极限 过 程 计算 在 * 一 3 时 f(x) 的 极限 . 我 们 仅仅 需要 赋值 /(3) 来 计算 极限 ; 
-1 3-1 1 


lim = 志 一 = 半 -= 于 


3 wx-1l 9-1 4 
相对 照 而 言 , 当 x 一 10Kx) 在 这 点 没有 确切 的 定义 ) 时 的 极限 必须 由 考虑 序列 
fla), flas), fla3),* 
来 计算 ,这 里 a ,aa ,a;,… 一 一 1 是 任 一 趋向 1 的 序列 . 由 于 序列 中 每 个 a, 不 等 
于 1, 我 们 可 以 简化 这 些 分 数 ; 


fla) = 


a,~1 __1 
a ~l a+l1. 


+ 


于 是 留 给 我 们 的 是 一 个 趋向 于 十 的 序列 ， 


eR 
ar+t+l’a,+l1’as+1’ 2 
从 而 可 以 得 出 结论 
lim 2 
x-1 2 
这 可 以 重 写 为 
lim 之 = 1 
z+] 入 2 1] *x+l1 2 
例 4.5 计算 极限 


这 个 例子 类 似 于 前 面 的 例子 ,这 时 我 们 最 终 发 现 可 以 在 极限 过 程 中 化 简 这 
些 项 . 如 此 进行 ,我 们 看 出 有 
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i 人 3 ea 本 一 本 
例 4.6 计算 极限 
lim sin(3x) 
这 里 我 们 从 重 写 此 极限 为 
lim ns) - 0) 


开始 . 如 果 令 y = 3x, 那 么 当 x -0 = 1, 我 
们 推导 出 ， 


lim sin( 3x) =3 
x—0 % 
§ 4.2 的 习题 
计算 下 面 习题 (1) ~ (8) 的 极限 : 
3% x +1 (x— 1) 
(1) lim or (2) lim 37— 7 (3) lim Br 
(4) lim 4 (5) lim se). (6) lim sin(2*) 
A +x-6 2 xcos(X) 
im (os(x)) sin(x) (mx) 
(7) 世人 eat (8) tim CE). 


(9) 设 Ax) = 二 = 计算 /0.1), /0.01) ,A0.001),f(-0.1) ,1( -0.01)， 
f( - 0.001). 把 你 的 答案 与 习题 (1) 得 到 的 结果 进行 比较 
(10) 设 f(x) = in. 计算 (0.1), /(0.01) ,0.001) ,f( -0.1),f( -0.01) 和 


及-0.001). 把 你 的 答案 与 习题 (7) 得 到 的 结果 进行 比较 . 
(11) 利用 等 式 


XTX- 


| -val= |E7el 


证 明 limYx = Ya, 其 中 a > 0. 
(12) 在 你 的 CAS 上 定义 g(x) = .计算 g(0.1),g(0.01),g(0.001) ,8#(0. 000 1). 你 能 猜 出 
当 x > 0,x 一 0 时 g(x) 的 极限 吗 ? 


4.3 连续 函数 .43 ， 


(13) 将 四 分 之 一 个 图 分 成 4,8,16,32,… 等 份 来 推广 $3. 2 的 习题 (9) 和 (10). 在 每 个 情形 
中 计算 出 和 数 并 乘 以 2 我 们 便 得 到 了 的 一 个 近似 值 . 证 明 这 给 出 了 收敛 于 r 的 一 个 
数 的 序列 . 


4.3 连续 函数 


直观 地 说 ,一 个 函数 是 连续 的 就 是 假若 它 的 图 像 是 一 条 没有 任何 断裂 的 曲 
线 , 即 它 可 以 以 一 种 连续 的 ,不 从 纸 上 提 起 笔 那样 的 方式 画 出 来 . 
例 4.7 下 面 的 图 像 是 连续 的 ; 


VAY 


而 下 面 的 则 不 是 连续 的 : 


7 4 


可 惜 计算 机 没有 能 力 理解 这 一 点 的 . 

有 各 种 各 样 的 能 在 机 器 上 体现 的 关于 连续 性 定义 的 建议 . 事实 上 这 个 问题 
完全 不 容易 . 我 们 将 解释 前 一 百 多 年 来 发 展 起 来 的 深刻 而 优美 的 解答 . 

定义 称 函 数 下 (x) 在 区 间 c < * < d 为 连续 是 指 ,如 果 

limF( x) = F(a) 

对 所 有 在 区 间 c < a < d 的 所 有 点 a 成 立 . 如 果 它 在 每 
个 区 间 上 连续 则 称 函 数 (x) 连续 . 

例 4.8 在 区 间 0 < x < 2 上 作 函 数 

F(x) = 人 如 果 0 <x < 上， 


x* -3， 如 果 1 <x<2 
的 图 像 . 它 连 续 吗 ? 
考察 F(x) 的 图 像 . 我 们 立刻 看 出 在 x = 1 处 的 不 


(1,1) 


各 | 2 
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连续 性 . 那个 小 圆圈 表示 点 (1,1) 不 是 图 像 的 部 分 . 为 了 明白 此 极限 不 存在 ,我 
们 计算 
F(0.9) =0.91，  F(0.99) = 0.9801， 天 (0.999) = 0.998 001,.…, 
F(1.1) =-1.79, F(1.01) =—-1.9899, F(1.001) = -1.997 999 ,…. 
很 清楚 有 两 种 可 能 的 结果 , 它 依赖 于 你 是 从 左边 趋向 1, 例 如 用 序列 0. 9， 
0. 99 ,0. 999 ,… 一 工 还 是 从 右边 趋向 二, 例如 用 序列 1. 1,1.01 ,1.001,…. 因此 
此 极限 不 存在 从 而 x = 1 是 个 不 连续 点 . 


例 4.9 在 区 间 - x < 2 上 作 函 数 ® (1,13) 
入 一 1 
F(x) -| 如 果 * 关 1， 
13, 如 果 x =1 
的 图 像 . 它 连续 吗 ? 
图 像 如 右 图 ,其 中 (1, 二 ) 不 是 图 像 的 组 成 ~ 


部 分 而 (1,13) 则 是 的 . 显然 在 x = 1 有 一 个 不 连 
续 . 在 此 例 中 我 们 有 (通过 例 4.4) 


hs 
但 F(1) = 13; 显 然 违背 了 连续 性 的 准则 . 
例 4.10 试 解释 为 什么 函数 
s 一 上 。 如 果 x 1， 


2 » 
,|x -1 


2 


{1,1/2) 


2， 如 果 > =1 
是 连续 的 . 在 此 例题 中 , 由 于 我 们 知道 ( 通 


过 例 4. 4) 
我 们 能 推断 此 函数 在 x = 1 没有 不 连续 性 ,而 图 像 是 连续 的 . 
$4.3 的 习题 


用 你 的 CAS 作 下 列 函 数 的 图 像 . 找 出 所 有 的 不 连续 点 . 


4.4 极限 的 代数 “45.: 


_ [3x, 如 果 0 三 x < 1， 
DA = {2 如 果 1 <x<2. 
1-x*， 如 果 -1<x<2， 
2 = 
A Ee 如 果 2 < x 三 4. 
2x -1， 如 果 -2<x<-1， 
(3)Ax) = 区 如 果 -1<x<1， 
-2x+1， 如 果 1 <x<2. 
sin(x) : a 
onw -| ee 
2x* +1， 如 果 0 <* <1. 
sin(x) _ 
cxo -| 如 果 - 和 xx<T 且 xx 关 0， 
5， 如 果 x = 0. 
2x -2 
(6)f(x) [e+ 如 果 0 <% < 1， 
x+1, 如 果 1 <x <2. 
4.4 极限 的 代数 
考虑 所 有 收敛 序列 


aa 
的 集合 5S. 举例 说 , 8$ 4. 1 所 给 的 序列 
4. 01 ,4. 001 ,4. 000 01 ,4. 000 000 001 ,… 一 4 
在 3 中 ,集合 $ 承袭 了 实数 的 所 有 代数 性 质 . 
命题 4.11 设 
1 22， 03 74, 
bi,b,,b3,…—b 
为 S 中 任意 两 个 收敛 序列 . 于 是 序列 
Qi tbi,a, +b,,as 土 站 一 入 土 六 
al ba， Da 
ai/bi,a/b, ,a /by,* — a/b, 
也 在 S 中 . 
容易 得 到 上 面 陈述 的 证 明 . 例如 第 二 个 论断 可 由 考虑 下 面 的 事实 得 到 证 
明 
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小 技巧 :加 0 
jab, -ab|= |ab, -ab+ab—-abl 
< |ab, -ablt+ |ab—-ab| 
= |a| 16, -6|+6: |a, -al, 
由 于 对 充分 大 时 |b, -5b| 和 |a, -a| 变 为 任意 小 ,上 式 右 端 对 n 充分 大 时 , 必 
定 也 变 为 任意 小 . 
收敛 序列 代数 的 进一步 拓展 便 构 成 了 函数 极限 的 代数 . 
命题 4.12 下 列 的 等 式 成 立 : 
lim(f(x) + g(x*)) = limf(x) + limg(*), 


lim(f(x) “ g(x)) = dimf(x)): (limg(%)), 
| limf(%) 
g(x) “limglz)’ 


其 中 最 后 一 个 陈述 在 假定 limg (x) 天 0 时 成 立 . 


第 四 章 的 附加 习题 
(1) 设 Ax) = 雪 =. 在 你 的 CAS 上 计算 


fl1.5), A(1.6), f(1.7),, f(1.9), f(1.99), f(1.999). 
当 * 越 靠近 2 时, 这些 值 似乎 趋向 一 个 有 限 值 ,对 吗 ?/(x) 连续 吗 ? 
(2) 计算 limf(x). 
计算 下 面 的 极限 . 在 你 的 CAS 上 作 这 些 函 数 的 图 像 . 


| : XX-9 .4-7 
(3) lim 7 oye 3 全 国生 


从 


x -16 
(6) 设 f(x) = | re 


k， 如 果 x = -4. 
求 上 ,使 得 fx) 连续 . 


-2， 如 果 x 大 大， 


x? 一 16x +64， 如 果 x > 大 
求 上 ,使 得 f(x*) 连续 . 


(8) 设 扩 x) = (zy 当 * 趋 向 0 时 f(x) 的 极限 存在 吗 ?在 你 的 CAS 上 对 x = 1,0.1,0.01， 


(7) 设 fx) = | 


第 四 章 的 附加 习题 “47， 


0. 001 ,0.0001 … 计算 Ax). 你 能 否 找到 一 个 基于 所 知 im sm(z) = 1 的 事实 的 不 同方 法 


来 计算 此 极限 ? 
， 2 
(9) 设 扩 4) = 血 (20 + lint) 是 什么 ? 


x 


(10) 设 
X 一 3 _ 多 一 1 
MN 
用 你 的 CAS 计算 liny(x) 和 limy(*). 
(11) 设 
六 yj 汉 x 一 3 x—1l 


(sox 2) wl 
linf(x) 和 lim/(x) 是 什么 ? 

(12) 试 证 ,如 果 f 和 gg 为 在 6 连续 的 函数 , 则 
(a)f+g,，f-&8, 了 "8 在 4b 部 连续 . 

(b) 如 果 g(5) 关 0 则 .gr 在 8 连续 ， 

(13) 如 果 g 在 4 连续 而 /在 g(5) 连续 , 试 证 /. g 在 4 连续 . 

(14) 假设 /有 f( -1) =2.5, NO) =2,f(1) =3,f(3) = 1, limf( x) = 2, limf( x) =0, 其 
中 limf/(x) 定义 为 当 x 从 左边 趋向 1 时 f 的 极限 ,而 limf(x) 定义 为 当 x 从 右边 趋向 工时 
的 极限 ,你 能 粗略 地 机 出 /的 一 个 图 像 吗 ?Kx) 在 x = 1 连续 吗 ? 

(15) 在 你 的 CAS 上 用 适当 的 指令 功能 对 有 理 函数 


2 

6x +8 

R 一 和 十 bx 十 了 
(2) 妇 一 1 


进行 因 式 分 解 . 求 limR(x) 并 作 R(z) 的 图 
我 们 常常 需要 了 解 当 * 变 得 非常 大 时 一 个 函数 /(x) 是 如 何 表现 的 . 计算 limf(x) 的 技巧 十 分 
相似 于 有 限 极限 时 的 情形 . 

计算 下 列 的 极限 并 用 你 的 CAS 作 这 些 函 数 的 图 像 
(16) im 党 -提示 :从 分 子 和 分 母 中 提出 因 式 2 并 消去 .然后 用 lim 点 = 0 的 事实 


x 3. 
. Sx +x—1l ,sin(x) a 
(17) lim a {18) lim A (19) lim ER 


20) lim -2 21) lim 一 二 
We a a 
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5.1 切线 


设 y = f(x) 为 一 任意 函数 , 它 在 包含 点 P 的 一 个 区 间 上 连续 . 


y 


y=f(x) 


5.1 切线 “ 49， 


如 果 我 们 让 @ 移动 并 向 尸 靠拢 从 而 形成 一 条 新 直线 , 则 图 形变 了 . 


定义 ”曲线 y =/(x) 在 点 PP 的 切线 是 直线 Loo 当 0 一 P 时 的 极限 . 如 果 此 
极限 不 存在 则 它 无 切线 . 

注 (1) 为 简明 起 见 我 们 省 略 了 直线 的 极限 的 准确 定义 :依赖 读者 的 直觉 
能 力 . 

(2) 假如 /(x) 的 图 像 自身 不 是 直线 , 则 局 部 地 ( 即 在 P 的 一 个 小 邻 域 中 ) 上 
面 定义 的 切线 (如 果 存 在 ) 与 此 曲线 只 交 于 P, 即 


Vy 


但 它 可 以 交 此 曲线 于 某 点 Q z P. 


了 


x 


(3) 在 作 x) 的 图 像 实际 上 就 是 条 直线 ,因而 xz) = mx + 时 ,此 切线 必 与 
图 像 自身 相同 . 
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警示 。 存在 在 一 点 的 切线 不 存在 的 连续 曲线 ! 
例 5.1 绝对 值 函 数 y = |x| 有 图 像 : 


其 


形象 地 我 们 可 以 看 出 在 (0,0) 的 两 条 可 能 的 切线 . 由 于 在 此 例题 中 定义 的 极限 
条 件 被 破坏 , 故 在 原点 没有 切线 . 

例 5.2 用 你 的 CAS 作 函数 y = z23 = (Vx)? 的 图 像 . 试 指明 它 形象 地 在 原 
点 有 两 条 可 能 的 切线 . 

这 里 我 们 再 次 看 出 在 原点 的 两 条 可 能 的 切线 . 


5.2 函数 的 导数 


导数 的 概念 是 微 积分 的 基础 构件 . 然而 ,尽管 它 如 此 重要 , 它 的 定义 却 惊 人 
地 简单 . 


假定 函数 y = 7x) 在 包含 e 的 一 个 区 间 上 为 连续 并 在 此 点 有 -条 唯 _ 的 切 
线 . 
定义 定义 函数 Kx) 在 点 x = a 的 导数 为 在 点 (a, Fa) ) 的 切线 了 的 名 
率 . 
提问 常 值 函数 的 导数 是 什么 ? 


5.2 ”函数 的 导数 。 51。 


Jo 二 一 


回答 ”由 于 常 值 函数 的 图 像 是 条 水 平 直线 , 它 在 任 一 点 上 的 切线 与 图 像 自 
身 重合 . 因此 切线 的 斜率 为 0, 即 常 值 函数 的 导数 为 0. 

提问 ”中 数 Hx) = 3x + 2 在 点 (1,5) 的 导数 是 什么 ? 

回答 。 这 里 函数 的 图 像 还 是 一 条 直线 ,因而 切线 与 图 像 自 身 重合 , 即 切线 
有 方程 y = 3x + 2. 于 是 我 们 看 出 导数 等 于 切线 的 斜率 ,等 于 3. 

提问 玛 数 /(x) = - 8x +7. 在 点 (0,7) 的 导数 是 什么 ? 


回答 -8. 
提问 函数 的 x) = x 在 点 (0,0) 的 导 
数 是 什么 ? 


回答 作 函 数 y = * 的 图 像 ,我 们 看 
出 在 原点 (0,0) 的 切线 不 过 是 * 轴 , 其 斜率 
为 0. 因此 导数 = 0. 
函数 放 (x) 在 x* = a 导数 有 各 种 不 同 的 
标准 记号 , 主要 原因 是 由 于 微 积 分 同时 在 
英国 和 德国 平行 地 得 到 了 发 展 . 最 为 通行 的 记号 是 


oy) 到 df 
/ (as | 
例 5.3 设 f(x) = 18x -91,g(x) = x’. 计算 f'(3) 和 g'(0). 
由 前 面 的 讨论 知 f'(3) = 18 而 g'(0) = 0. 用 其 他 的 记号 有 


| i 
五 |. ,=18， 华 | =0 
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5.3 用 极限 计算 导数 


可 以 用 极限 来 计算 一 个 函数 的 导数 . 在 研讨 一 般 情形 之 前 先 考虑 下 面 的 例 

古 . 

例 5.4 设 Ax) = .计算 1'(2), 即 此 曲线 在 点 (2,4) 的 切线 的 斜率 . 
首先 作 此 函数 的 图 像 并 标 出 点 P = (2,4). 


然后 考虑 靠近 PP 的 一 点 0, 其 坐标 为 (2 +h,(2 +h)”). 由 定义 ,直线 Lpo( 即 经 过 
P,0 的 直线 ) 的 斜率 为 
斜率 (Lvo) = (+ 一 4 = 但 芋 人 ey 


现在 , 当 h 一 0 时 点 8 一 P, 而 Lpo 趋向 于 切线 . 切线 的 斜率 必定 为 4, 即 1 '(2) = 4. 
我 们 现在 可 以 沿用 上 面 的 模式 去 计算 了 在 任意 固定 点 a 的 导数 . 
例 5.5 求 y = w 在 任意 点 a 的 导数 . 
设 P= (ao), 而 O = (a + h,(at+ h)’). 
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我 们 再 次 计算 Lpo 的 斜率 : 
2 2 
名 率 (10) = 《2+ 一 
_ 2ah +h 
加 h 
= 2a +h. 
当 有 一 0 时 直线 Lpo 趋向 于 切线 ,我 们 看 到 了 
f'(a) = 2a. 
最 终 ,我 们 观察 到 :上 面 的 过 程 可 以 应 用 到 任意 的 函数 y = f(x). 设 P= 
(x, 及 xz) ) 为 曲线 上 一 个 定点 并 设 @Q = (x +h, f(x + 大) ) 为 靠近 P 的 一 点 . 


在 这 个 一 般 情形 中 当 我 们 计算 Zee 的 斜率 时 便 得 到 : 
斜率 (Lo) = 人 + 一人. 
让 h 一 0 便 得 到 了 切线 的 斜率 . 这 使 我 们 有 了 导数 的 另 一 个 定义 . 
定义 ” 设 拟 x) 为 一 个 在 包含 x 的 区 间 上 连续 的 函数 , 于 是 了 的 导数 由 
大 (xz) 区 lim A + 省 
给 出 . 如 果 上 面 的 极限 不 存在 , 则 此 导数 不 存在 . 如 果 对 每 个 实数 x, f '(x) 存 


在 ,我 们 则 说 f(x) 是 可 微 的 . 
例 5.6 用 极限 计算 x) = x 的 导数 


从 定义 出 发 我 们 看 到 
Hx +h) fx) _ (r+h) -x 
h h 


_ 3xh +3xh +h’ 
h 


“54， ”第 五 章 导数 


= 3x2 + 3xh + h’. 
当 我 们 令 h 一 0 则 最 后 有 '(x) = 3 入 


例 5.7 用 极限 计算 f(x) = 二 (对 x 关 0) 的 导数 


这 时 有 

上 
fx+h) -f(x)_x+h x 

h h 
_%X—-(x+h) 
~ hx(x +h) 

1 
x(x+h) 

令 h 一 0, 我 们 得 到 结论 

bey i 1 = 
下 i 2 


警示 。 如 果 函 数 A(x) 在 一 点 x 没有 唯一 的 切线 , 则 f'(x) 不 存在 ! 例 如 , 绝 
对 值 范 数 y = |x | 在 x = 0 没有 导数 . 
注 ”如 果 f(x) 是 一 个 可 微 函 数 , 则 f '(x) 也 是 一 个 函数 ,这 是 因为 对 每 个 


*,/“"(*) 是 唯一 的 . 这 是 我 们 选取 记号 /'(x) 而 不 是 记号 华 的 理由 ;后 者 在 此 
教 本 中 可 以 见 到 


§5.3 的 习题 


利用 你 的 CAS 的 展开 (EXPAND) 和 化 简 (SIMPLIFY) 功能 计算 (1) - (10) 中 函数 的 


CA DAs) =x (3)Kz) = MN) = tt -1 
(5)100z + 3# -11. (Of#) = Fi (Dr) = 2 
小 技巧 
(8)Ax) = Vx. 提示 :使 用 等 式 ( ET 下-) = (VEThR-e) Mth+tyx . 
Vx +h+yr 


(9)Kxz) = VEFIT (Ox) = 二 二 
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5.4  ” 求 切线 的 方程 


设 y = 败 x) 为 一 连续 函数 , 它 在 每 点 x 具有 一 条 唯一 的 切线 . ~ 
问题 ”曲线 y = f(x) 在 点 x = a 的 切线 工 的 方程 是 什么 ? 


早先 我 们 已 经 证 明 过 任 一 直线 的 方程 具有 形式 
y= mx 十 也， 
其 中 m 为 此 直线 的 斜率 ,6 为 其 y - 截 距 . 因为 也 是 切线 ,由 定义 我 们 有 
斜率 (L) = f'(a). 
因此 工 的 方程 必定 有 形式 
yy =f '(a)x +b,. 
如 何 计算 2? 有 多 种 办 法 . 或 许 最 简单 的 是 利用 工 经 过 点 (c, Fa) ) 的 事实 . 当 我 
们 把 x = a 和 y = f(a) 代入 上 的 方程 时 得 到 了 
fla) =f'(0) a+b. 
解 出 5b 得 出 
b=fla) -f'(a) a 
故此 切线 的 方程 现在 看 起 来 像 
y=f'(a)x +b=f'(a)x + (f(a) -f'(4a) + a) 
=f'(a)(x -a) +f(a). 
例 5.8 求 曲线 y = x 在 点 (2,8) 的 切线 方程 . 
这 个 问题 可 按 下 面 步骤 着 手 : 
第 1 步 ”在 你 的 CAS 上 构造 Kx) = xi. 
第 2 步 ”计算 1(2) = 8, 太 (2) = 12. 
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第 3 步 ”在 切线 方程 y =f'(a)(x -a) +f(a) 中 代入 a = 2 得 到 
y= 12(x -2) +8 
= 12x - 16. 


例 5.9” 求 曲线 y = 二 在 点 x = 5 的 切线 方程 
因为 Kx) = 地 以 及 f(x) = -点 ,得 到 了 (5) = 二 及 1'(5) = -去 .将 这 


i 
些 值 代入 切线 方程 y= f'(a)(x - a) +f(a) 我 们 得 到 在 x = 5 的 切线 方程 : 


1 和 
A Se ee i 


$5.4 的 习题 


在 习题 (1) ~ (6) 中 , 求 曲 线 y = f(x) 在 点 P 的 切线 方程 . 用 你 的 CAS 作出 曲线 ,点 已 和 在 
P 的 切线 的 图 . 


(1)f(x) = 2x? -x +4,P = (0,4). (2)f(x) = x -3x +2x +9,P = (1,9). 
(3)f(x) = 2/(x +1),P = (2,2/3). (4)f(x) =x+ ,Pp = (2,5/2). 
(S)f(x) = Vx+1,P = (1,.2). (6)f(x) = Vx +1,P = (3,2). 


(7) 求 出 两 线 y = x”- 2x + 4 的 两 条 切线 ,它们 都 通过 原点 . 作出 带 有 这 两 条 切线 的 曲线 的 
图 . 

(8) 证 明 f(x) = 3z 和 g(x) = 2x* +1 在 (1,3) 有 相同 的 切线 . 作出 这 些 曲线 和 切线 的 图 . 

(9) 曲线 y = x? +17x -6 是 否 有 一 条 切线 , 它 平行 于 直线 1, 其 中 1 的 方程 为 y = 4x + 37? 作 
此 曲线 ,直线 ! 和 切线 ( 如果 存在 ) 的 图 . 

(10) 曲线 y = x* + 7x - 14 是 否 有 一 条 切线 , 它 平 行 于 直线 1:y = 19x + 8? 作 曲线 ,直线 1 和 
切线 (如 果 存 在 ) 的 图 . 

一 条 已 知 曲线 y = x) 在 一 点 忆 的 法 线 被 定义 为 通过 尸 而 垂直 于 此 曲线 在 己 的 切线 的 直线 . 

在 下 面 的 问题 中 作曲 线 ,点 已 ,在 尸 的 切线 以 及 在 己 的 法 线 的 图 . 

(11)f(x) = x -8,P = (2,0). (12)f(x) = ,Pp = (2,1/2). 


(13)f(x) = 2x° -6x+4,P=(0,4). (14)f(x) = + 好 +x,P = (0,0). 


5.5 高 阶 导数 


已 知 一 个 可 微 函 数 /(%) ,其 导数 "(x) 自身 是 一 个 新 的 函数 , 它 也 可 以 是 


5.5 高 阶 导数 "57。 


可 微 的 . 如 果 是 这 样 ,在 取 /“(*) 的 导数 时 我 们 得 到 
ty): 
它 被 叫做 f(x*) 的 二 阶 导数 . 各 种 记号 被 用 于 表示 二 阶 导数 : 
由 d/df\_ dvr， _ pw 
az) = BY)= E02)) = (2 
如 果 A(x) 是 可 微 函 数 而 其 导数 /'(*) 也 是 可 微 的 ,我 们 则 称 /(x) 是 一 个 二 次 可 
微 的 函数 


例 5.10 计算 函数 /(x) = x 的 二 阶 导数 . 
由 我 们 在 例 5.6 和 例 5. 5 的 计算 知道 /'(x) = 3x? 而 f(x) = 6x. 


例 5.11 对 x 关 0 计 算 f(x) = 二 的 二 阶 导数 ， 
在 例 5.7 中 已 知 f'(x) = - 证 ;要 计算 这 个 二 阶 导数 我 们 需要 计算 极限 


-1 -1 
让 :0 外 jim 二 好 二 (区 十 用) 
用 -0 


10 天， (x+h)? 


PR 2x+h 
to x (x +h)? 


我 们 结果 有 /"(x) = 乞 


定义 了 二 阶 导数 后 我 们 可 类 似 地 定义 高 阶 导数 . 一 个 函数 被 称 做 是 n 次 可 
微 的 是 说 ,如 果 


df dd df dd df df 
7 ,是 , 二 (时)= 入 (= 车， ? dx"? 
都 是 有 确切 定义 的 函数 . 


例 5.12 求 函 数 J(x) = x 的 三 阶 导数 . 

像 已 看 到 的 , / (x) = 3x*,/"(x) = 6x. 由 于 f(x) = 6x 的 图 像 是 条 斜率 为 
6 的 直线 , 故 f "(x) = 6. 

例 5.13 求 函 数 /(x) = x 的 n 阶 导数 . 

/A(x) 的 一 阶 导 数 在 §5. 3 习题 (1) 中 已 被 算 过 . 它 是 f(x) = 4x’, 二 阶 导 
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数 是 : 
1 = 12x’, 
三 阶 导数 是 
1 = 24x, 
而 四 阶 导数 是 
df = 24 
所 有 更 高 阶 的 导数 ( 即 当 n > 4) 因而 能 被 看 出 为 0. 
§5.5 的 习题 
计算 下 列 函 数 的 一 阶 , 二 阶 和 三 阶 导 数 . 用 你 的 CAS 检验 你 的 答案 . 
(1)f(x) = 2x’. (2)f(x) = 3x. (3)f(x) = 7x 
(4)Kz) = 二 (5)Kz) = (Ox) = 322 -2x +1. 
(THz) = Tx -2x + 3. (8)Kz) = 4x -3. (9)f(x) = 一 


2x+1 
(10)f(x) = 7x -2x3 + 3x -14. 


(11) 试 解释 为 什么 多 项 式 13x’ - 5z4 +2x -12 对 n> 5, 它 的 n 阶 导数 全/ =0. 
(12) 给 出 一 个 函数 y = f(x) 的 例子 使 它 满足 A1) > 0, f'(1) <0 而 /"(1) > 0 


第 五 章 的 附加 习题 


在 头 两 个 问题 中 求 曲线 y = 灰 x) 在 点 P 的 切线 方程 以 及 法 线 方程 ,并 且 在 你 的 CAS 上 作出 
所 有 的 图 . 
(1)f(x) = -x +12x-3,P = (1,8). 


1 
2 = 
et 


(3) 在 你 的 CAS 上 用 导数 的 极限 定义 计算 x,* ,x ,… ,x” 的 导数 , 你 留意 到 任何 有 规则 的 模 
式 吗 ?你 推出 了 当 = 为 正 整数 时 x" 的 导数 的 表达 式 吗 ?用 极限 定义 验证 你 的 表达 式 . 


(4) 设 o,b,e,d 为 满足 ad - be = 1 的 常数 用 导数 的 极限 定义 计算 和 +。 的 导数 
(5) 求 曲线 y = ** - 2x + 1 上 的 点 使 在 这 点 的 切线 是 水 平 的 


;P= {1,1). 
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(6) 试 证 曲线 y = x ”+ 8x - 11 上 具有 和 斜率 大 于 或 等 于 8 的 切线 . 
(7) 在 你 的 CAS 上 作 函 数 
x + 4x +4， 如 果 x < 0， 


六 | 十 4， 如 果 x > 0 
的 图 像 . 指出 /x) 是 连续 的 . 指出 fx) 处 处 有 导数 . 在 x = 0 的 导数 是 什么 ? 
(8) 在 你 的 CAS 上 作 函 数 
妇 -9x: +27x -27， 如 果 x <4， 


Rs i 如 果 x > 4. 

证 明 /(x) 连续 . 证明 f(x) 处 处 有 导数 . 在 * = 0,x = 4,z = 5 的 导数 是 什么 ? 

(9) 设 /x) = 二 .用 极限 定义 和 你 的 CAS 推 导出 zx) 的 导数 . 现在 设 /x) = 三 ,然后 是 请， 
… 其 导数 是 什么 ?有 模式 吗 ? 

(10) 设 /(x) = sin(x). 用 导数 的 极限 定义 证 明 / "(0》= 1. 

(11) 用 你 的 CAS 作 郴 数 所 =) = cos(x) 的 图 像 .观察 此 图 ,确定 /“( 耿 ) 是 正 的 还 是 负 的 
提示 :想像 一 下 切线 有 正 斜率 或 负 斜 率 的 情形 . 

(12) 用 你 的 CAS 作 函 数 /(x) = 2* 的 图 像 .观察 此 图 ,确定 / "(3) 是 正 还 是 负 . 

(13) 用 你 的 CAS 作 函数 (x) = * ”+ 1 的 图 像 , 用 导数 的 极限 定义 检查 在 + = 0(x) 是 可 
微 的 还 是 不 可 微 的 


(14) 假设 函数 /在 * = 2 可 微 目 lim 人 《2 二 纪 = 6. 求 12) 和 /'(2). 
(15) 证 明 抛物 线 y = ar? ,a 天 0 的 任意 两 条 切线 的 交点 位 于 两 切 点 间 的 中 间 竖 直线 上 . 


6.1 速度 


设想 一 辆 以 匀速 55 迈 ( 即 每 小 时 的 英里 数 ) 行驶 的 汽车 . 那么 在 二 小 时 后 


此 车 将 行驶 了 22 二 英里 ,而 3 小 时 后 它 将 穿行 165 英里 . 这 些 是 方程 


s(t) = 55¢ 
的 特殊 情形 ,其 中 的 s(t) 代表 t 小 时 后 行驶 了 的 距离 . 我 们 已 经 把 行驶 了 的 距离 
表示 为 时 间 的 函数 (1). (为 清晰 起 见 ,字母 ; 已 成 为 距离 的 标准 记号 而 不 是 字 
母 d, 后 者 通常 用 在 导数 的 记号 中 . ) 如 果 汽 车 在 加 速 , 即 越 开 越 快 会 怎样 呢 ? 这 
时 距离 函数 可 能 会 具有 形式 

s(t) = 102. 
它 表 明 在 一 已 知 的 时 间 段 中 将 比 在 速度 为 常 值 时 所 行驶 的 路 程 要 更 多 . 这 时 
s(10) = 1000, 它 几乎 是 按 匀速 55 迈 所 走 过 的 路 程 的 两 倍 . 

例 6.1!( 酒 后 驾驶 ) ”让 我 们 假定 度量 一 个 酒 后 驾驶 人 从 原点 行驶 距离 的 


函数 由 方程 
9 - 芭 (- 划 


6.1 速度 “61: 


给 出 . 于是:(1) = 亏 . 写 = 全 = 闻 , 即 酒 后 驾驶 人 在 1 小 时 内 行驶 了 英里 


但 是 (二 ) = 0, 它 表明 酒 后 驾驶 人 在 二 小 时 = 10 分 钟 后 回 到 了 起 点 . 他 前 后 来 
回 地 行驶 
注 距离 函数 *(+) 依赖 于 物体 是 如 何 运动 的 . 它 常常 是 由 实验 求 出 的 . 
问题 假定 知道 了 运动 物体 的 距离 函数 (1) ,如 何 求 出 物体 在 任意 时 刻 
的 速度 ? 
由 于 
束 度 = 行驶 过 的 距离 
下 速度 = 花费 的 时 间 ， 
我 们 看 出 在 时 间 :和 4 + 及 间 的 平均 速度 由 
s(t +h) -s(t) 
h 


给 出 . 从 而 在 时 刻 i 的 瞬时 速度 由 极限 
lim St + — s(t) Say, 


即 距离 函数 的 导数 给 出 . 
例 6.2 在 10 分 钟 后 酒 后 驾驶 人 开 得 有 多 快 ? 在 30 分 钟 后 有 多 快 ? 
(用 CAS) 展开 函数 并 取 导 数 给 出 了 
s(i) = ie 


s'(t) = 3t° - 1 + 
因而 s'( 滞 ) = 0.011 111 迈 ,s" (十) = 方 返 
例 6. 3( 掉 落 的 苹果 ) ” 按 传 说 ,这 是 激励 牛顿 栈 士 发 展 出 微 积 分 的 例子 . 
使 我 们 相信 的 是 , 坐 在 苹果 树 下 时 ,牛顿 有 了 观察 苹果 下 落 的 机 会 :依照 虚构 的 
故事 ,在 他 心灵 感应 的 关键 时 刻 一 个 苹果 正好 打 中 他 的 脑袋 ! 
经 过 许多 实验 之 后 ,物理 学 家 们 得 到 所 经 过 距离 的 一 个 好 的 近似 , 即 物 体 
降落 向 地 面 的 距离 (英尺 ). 


和 
60 
工 
60 


s(t) = 161°. 
注意 ,此 公式 与 物体 的 大 小 和 重量 无 关 . 这 是 伽利略 在 1589 年 一 个 著名 实验 的 
结果 ,实验 是 在 比萨 斜 塔 进行 的 . 一 块 小 石头 和 一 颗 加 农 炮弹 同时 从 塔 顶 上 落 
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下 ,可 以 看 到 它们 在 相同 时 间 击 中 了 地 面 . 

例 6.4 如 果 一 个 苹果 从 13 英尺 的 高 处 落下 , 它 落 到 地 面 要 花 多 长 的 时 
间 ? 在 它 击 中 地 面 时 其 速度 是 多 少 ? 

苹果 击 中 地 面 所 需 的 总 时 间 可 由 解 方 程 s(t) = 16# = 13 得 到 . 显然 解 是 : 


= V13716 = pr V13. 撞击 的 速度 是 s'( V13/4) = 32 V13/4 = 8 V13 英尺 每 


秘 . 
注 ”在 例 6.3 中 人 们 有 时 直观 地 相信 苹果 落 到 地 面 时 的 速度 = 0. 这 是 完 
全 不 正确 的 一 一 想 一 想 为 什么 人 们 不 从 窗户 往外 跳 . 
例 6. 5{ 扔 向 空中 的 球 ) ”假设 一 个 球 在 时 间 : = 0, 从 高 度 s 处 以 初始 速度 
ww 垂直 向 上 抛 出 . 设 (1) 表示 在 时 刻 : 球 的 ww 
高 度 (从 地 面 量 起 ). 显 出 ;(0) = so. 另外 ， | 
我 们 必定 有 s'(0) = vw. 鉴于 对 下 落 苹果 的 @ 
距离 公式 ( 见 例 6. 3) 我 们 推导 出 
s(t) =- 16t*: + vot + so. 30 
162 前 面 的 负 号 出 于 在 此 模型 中 引力 把 球 
拉 向 下 , 即 s(1) 并 不 是 路 程 而 是 高 度 函 数 . 三 
例 6.6 ”一 个 球 在 48 英尺 高 处 以 初速 
度 32 英尺 每 秒 垂直 向 上 抛 出 . 此 球 落地 需要 多 长 时 间 ? 挤 击 时 的 速度 是 多 少 ? 
在 此 例题 中 我 们 已 知 mw = 32 和 so = 48. 因此 球 的 位 置 由 
s(t) =— 16t + 32t +48 


给 出 ,而 速度 由 
s'(t) = - 32t + 32 
给 出 . 球 在 s(t) = 0 的 时 间接 击 到 地 面 , 即 
-16t +32t:+48 = 8(-2t +4t+6) =0. 
因而 球 击 中 地 面 的 时 间 是 3 秒 , 而 撞击 时 的 速度 为 ;'(3) = - 64 英尺 每 秒 . 速度 
为 负 值 表示 球 往 下 运动 . 


8$6.1 的 习题 
(1) 一 块 石头 从 900 英尺 高 的 高 大 建筑 物 上 落下 . 石头 击 中 地 面 要 花 多 少时 间 , 以 及 擅 击 时 


的 速度 是 多 少 ? 
(2) 从 高 1 英尺 处 以 初速 度 8 英尺 每 秒 垂直 向 上 抛 出 一 个 球 . 此 球 达 到 的 最 大 高 度 是 多 少 ? 


6.2 牛顿 法 63. 


(3) 从 高 8 英尺 处 以 初速 8 英尺 每 秒 垂直 向 上 抛 出 一 整 绕 豆 . 此 袋 豆 击 中 地 面 要 花 多 少时 间 
以 及 撞击 时 的 速度 是 多 少 ? 
(4) 在 一 颗 晃 远 的 行星 表面 上 ,从 高 so 处 以 初速 m 垂直 向 上 抛 出 一 块 岩石 . 它 运行 的 距离 为 
s(1) ,这 里 s(t) 由 
s(t) = 一 10023 + vot 十 S0 
给 出 . 如 果 w = 1 000 英尺 每 秒 ,% = 50 英尺 ,确定 此 石 块 所 达到 的 最 大 高 度 . 在 1 秒 钟 
时 它 的 速度 是 多 少 ? . 
(5) 一 般 航 天 飞船 正 要 着 陆 . 它 在 时 间 t( 羽 秒 度量 ) 时 的 高 度 为 h(1) (以 英里 度量 ) ,h(i) 由 函 
数 
h(t) = 120 - 120: + 307? 
给 出 . 般 天 飞船 着 陆 需 要 多 长 时 间 ,以 及 在 它 触 到 地 面 时 的 速度 是 多 少 ? 


6.2 牛顿 法 


设 A(x) 为 任 一 可 微 函 数 且 其 图 像 穿 过 x 轴 . 

问题 ” 求 方程 fx) = 0 对 x 的 解 . 

牛顿 研究 出 一 种 漂亮 而 巧妙 的 方法 来 解决 这 个 问题 . 我 们 来 阐述 这 个 想法 
一 一 它 是 微 积分 早期 的 一 个 杰出 成 就 . 

由 于 y = fx) 的 图 像 穿 过 x 轴 , 在 穿越 点 x = > 附近 它 必定 像 下 左 图 : 


下 


y= er) 


显然 ,由 定义 ,x = r 是 我 们 的 问题 的 解 . 然而 如 何 找到 r? 

牛顿 的 想法 是 ,开始 时 对 7 的 值 作 一 个 猜测 ,假定 称 它 的 7. 如 果 7, 靠近 7， 
作曲 线 y = f(x) 在 点 (7,, f(r,)) 的 切线 工 ,得 到 了 上 右 图 . 我 们 把 这 个 新 的 点 
( 即 工 与 * 轴 的 交点 ) 标记 为 r. 点 7, 现在 更 为 靠近 > 我 们 能 像 下 面 那样 算出 7. 
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直线 工 的 方程 由 
y =f (nmn) :x+ (f(r) ~f (rn) mm) 
给 出 ( 见 $5.4). 因为 此 直线 经 过 点 (7, ,0) ,我 们 看 出 有 
0=f "(rn)r, +f(rn) -f(r)n, 


从 而 可 以 解 出 nn»: 
es fr) 
. f(r) 
重复 这 个 过 程 便 得 到 一 个 点 
flr,) 
下 ~f'(r,) 
L 
1 
1 


对 此 过 程 进行 迭代 ,我 们 得 到 一 个 点 的 序列 


3273 ”人 
其 中 第 项 为 
人 A 
n n-l fr) 


( = 2,3,4,…), 它 收敛 于 实 根 +. 

警示 如果 第 一 个 近似 值 , 不 是 很 舍 近 > 则 牛顿 法 可 能 会 无 效 ,而 序列 m ， 
mn， 可 能 不 收敛 . 这 时 应 该 试 一 试 一 个 更 好 的 初始 近似 值 7 

例 6.7 用 牛顿 法 求 方程 x -5 = 0 的 一 个 近似 解 . 

ALxz) =x -5 的 导数 为 线性 函数 /'(x) = 2x. 开始 用 牛顿 法 必须 以 对 7 的 
合理 选取 着 手 ;这 时 让 我 们 试 一 下 m = 2. 于 是 
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而 后 继续 此 法 ， 
25 -A 225 -236.... 


考虑 到 我 们 所 做 的 计算 量 很 小 , 我 们 已 经 得 到 了 一 个 非常 好 的 近似 值 
r = 2. 236. 注意 有 2. 236”= 4. 9997…. 倘若 我 们 继续 按 此 方法 做 下 去 ,我 们 当 


然 会 得 到 一 个 更 加 精细 的 近似 值 . 


8$ 6.2 的 习题 


利用 CAS 协助 下 面 的 计算 . 

(1) 从 r，= 2 开始 求 9” 到 5 位 小 数 . 提示 :选取 f(x) = x -9. 

(2) 从 m = 1 开始 ,用 牛顿 法 求 二 次 方程 x** +x -3 = 0 的 一 个 近似 解 (到 5 位 小 数 ). 找 另 一 
个 起 始 值 mn 使 得 牛顿 法 失效 . 

(3) 用 牛顿 法 去 逼近 方程 x*” - 3x* + 2 = 0 的 一 个 实 根 . 

(4) 用 牛顿 法 去 允 近 方程 x*”- 3x +2 = 0 的 一 个 实 根 . 

(5) 证 明 牛 顿 法 对 方程 x + 1 = 0 必定 无 效 . 


第 六 章 的 附加 习题 


(1) 一 架 飞 机 以 500 英里 /小 时 的 速度 飞行 ,并 且 在 2 000 英里 的 高 度 落下 一 个 物体 . 此 物体 
要 多 长 时 间 到 达 地 面 ? 擅 击 时 的 速度 是 什么 ?在 你 的 CAS 上 作出 表示 此 轨 线 的 函数 图 
像 . 

(2) 假定 一 辆 车 沿 直道 运动 的 平均 速度 在 :分 钟 时 为 上 + t =0. 在 : = 0 时 的 瞬时 速度 是 多 
少 ? 

(3) 用 牛顿 法 去 遂 近 x -3x + 1 = 0 在 区 间 0 < * < 1 中 的 根 . 使 用 你 的 CAS 并 选取 初始 值 
Xi = 5. 

(4) 用 牛顿 法 去 逼近 2x - 4x + 1 = 0 在 区 间 0 < x < 1 中 的 根 . 使 用 你 的 CAS 并 选取 初始 
值 % = 5. 作 此 函数 图 像 . 

用 牛顿 法 去 遏 近 下 述 曲 线 的 交点 的 横 坐 标 . 用 你 的 CAS 作出 每 条 曲线 的 图 形 . 


(5)y = 去 和 y =** -3+ 误 . (6)y = x 和 yy = cos(x). 


(7)y =x 和 y = x +3x’ -4. (8)y = 3x° +2x -2 和 y =2x -17. 
(9)xy =1 和 yy =x -6x+9. 
用 牛顿 法 解 方程 ,用 你 的 CAS 加 以 验证 并 作曲 线 的 图 . 


(10)2 +9x+1 = 0. (11) $m +2x -3 = 0 (12)o + +x2 =1. 
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(13)x +x? +2x = 5. (14)x -4z2 -4x = 8. (15)x +3x’ = 17. 

(16)x” -3x +9x’ -14x +1 = 0. 

(17) 一 个 酒 后 驾车 者 从 酒吧 算 起 (他 或 向 北 或 向 南 行驶 而 酒吧 位 于 原点 ) 的 路 程 由 s(:) = 
3# - 200t + 1 给 出 . 在 5 分 钟 后 酒 后 驾车 开 得 有 多 快 ?10 分 钟 后 呢 ? 

(18) 一 个 抛 撕 体 离 地 面 的 距离 由 s(t) = af + bt +c,a <0 给 出 ,而 :为 以 秒 计 的 时 间 . 此 抛 
掷 体 的 最 大 高 度 多 少 ?在 什么 时 间 达 到 它 的 最 大 高 度 ? 

(19) 一 个 司机 离 他 家 南 或 北向 的 距离 由 s(b = af + bt +ct+d,a 关 0 给 出 ,而 i 为 以 小 时 
计 的 时 间 . 司机 的 速度 多 少 ? 司 机 回 家 的 次 数 如 何 ? 


第 七 章 。 微 积 分 的 规则 


7.1 初级 规则 


在 能 够 讲述 导数 的 进一步 应 用 之 前 ,我 们 必须 找 出 一 些 能 对 范围 广泛 的 一 
类 函数 进行 导数 计算 的 有 效 方 法 ,而 不 需 诉求 于 原始 的 定义 . 我 们 从 四 个 初级 
的 规则 开始 : 设 c 为 一 常数 , fx) 和 g(*) 为 任意 的 函数 ,而 NN 为 一 实数 ,那么 


规则 1 ec = 0， 


规则 2 Le = Nx"!, 
规则 3 。 ef(z) = of '(*), 


规则 4 E(x) + g(x)) = "(x) + 8'(4). 
在 验证 这 些 规则 之 前 先 看 看 它们 是 如 何 地 有 用 . 
例 7.1 设 /(x) = 3x” -4x" + 6x -3. 我们 的 规则 让 我 们 赁 眼力 (几乎 不 


费劲 ) 计算 出 f(x): 
f '(x) = 3.92x9 - 4.13x2 + 6. 


这 个 例子 由 做 算术 完成 ， 
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f'(x) = 276x” - 52x2 + 6. 
例 7.2 f(x) = mx”” -x +111 的 导数 只 不 过 是 

jx) = (5.03) nx + 2x. 
验证 规则 1 ~ 4. 
规则 1 常数 的 导数 为 0 已 在 §5.2 中 证 明 . 
规则 2 ”我 们 考查 §5.3 中 入 =0,1,2,3 的 情形 . 我 们 把 一 般 情形 的 证 明 推 

延 到 § 17. 1 ,在 那里 我 们 将 处 在 可 以 利用 对 数 来 进行 验证 的 境地 . 
规则 3 ”这 个 规则 可 轻易 地 从 导数 的 定义 和 极限 的 基本 性 质 得 到 : 
d(ef(x)) _ 3. cf(x +h) -cx) 
ee 和 


i lim/ . 1 pA A 
规则 4 ”这 里 还 是 导数 的 定义 和 极限 的 基本 性 质 起 了 作用 : 


df(x) + g(#)) jn f(x +h) +g(x +h)] - [f(x) + g(x) 
dx 0 h 

= im l/s+h) -f/x)] + [g(x +h) - g(x)] 
h 


h—0 


加 lim 太守 +h) -f(x) + lim &(% +h) - g(x) 
1 h 0 h 


=/ "(x) + g'(x). 
规则 1 的 逆 也 成 立 是 我 们 在 后 面 需要 的 一 个 重要 结果 . 
命题 7. 3 如 果 f(x) 是 可 徽 函 数 并 且 对 所 有 x 有/'(x) = 0, 则 对 某 个 常数 
c 有 f(x) = c, 即 太 是 个 常 值 函 数 . 
虽然 它 的 证 明 的 细节 省 略 了 ,然而 此 命题 的 直观 背景 却 是 简单 的 . 由 于 了 在 
所 有 点 的 导数 为 0, 故 此 曲线 的 所 有 切线 必 都 是 水 平 的 . 这 只 有 一 种 情形 下 才 会 
发 生 , 即 曲线 自身 必定 是 一 条 水 平 直线 , 即 对 某 个 。 有 f(x) = c. 


$7.1 的 习题 

利用 初级 规则 , 赁 眼力 计算 下 列 函 数 的 导数 . 用 你 的 CAS 检验 你 的 答案 . 

(1)3x - 2x2 +1. (2)17x? + 2. (3)x 四 + 57. 

(4)x + 3x ”1l. (5)2x + 3x! +5. (6)x 1 +8, 

(7) -2x + Sw, (8)2x 一 + mx’. (9)(3.1)x2o +11. 


(10) - (1.2)z-2ol + 1590. (11) 二 + 5x + 3. (12) - 亏 - 2 + 请 本 
人 Tt Tt 


7.2 ”各 积 规则 和 商 规 则 . 69 ， 


(13)xla. (14) 工 + am. (15)2x-%4 + 


Vr 


Si 


7.2 ”乘积 规则 和 商 规 则 


现在 我 们 提出 三 个 规则 ,它们 对 于 计算 更 为 复杂 的 函数 的 导数 是 至 关 重 要 
的 . 尽管 这 些 规 则 所 具有 的 形式 不 完全 是 直观 的 ,然而 我 们 却 开始 领悟 到 了 和 
分 运算 的 本 质 . 在 规则 6 和 规则 7 中 我 们 假定 5(z) 天 0 


规则 5( 乘积 规则 ) 全 (f(x) .g(x)) =/'(x) + g(x) +f(x) + g'(x), 


d/ 1 Ex 
WN (a ) 
规则 7( 商 规则 ) 
(AL) = (xz)E(Z) SN g(x) 
dx \g(%) g(x)? 


这 些 结果 让 我 们 能 计算 一 大 类 函数 的 导数 . 我 们 从 几 个 例题 开始 . 

例 7.4 (x +2)(x”- 3x+1) 的 导数 可 以 很 快 看 出 为 
og -3x +1) + +2)(]19x8 -3). 

例 7.5 3 的 导数 由 - 由 


例 7.6 


2x( +2) - wx’ (4x’) 
(x +2)° 
验证 规则 5 ~ 7. 
规则 5 ”要 证 明 乘 积 规则 我 们 需要 一 点 小 技巧 的 帮助 以 及 证 明 前 面 规则 时 
使 用 过 的 那些 基本 技术 . 


d(f(x)g(*)) 
dx 
-lim 友 zx +h)g(x +h) -f(x)g(x) 
上 一 h 


一 小 技 : 加 0 加 0 


imL X +h)g(x +h) SR 二 +f(x)g(x +h) -f(x)g(x) 
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-lim 帮 x+h)S(Cz +h) ~ f(x)g(x+h) + lim/{(*)8(% +h) -f(x)g(x) 
hl h h0 h 
=limg(x +h) A + limf(x) .CE 十 所 ~ pls) 


=8(%)f xz) +f(x)g'(%). 
规则 6 “我 们 把 这 个 证 明 留 给 读者 . 


规则 7 由 于 Le a 二 "我 们 可 以 将 规则 5 与 规则 6 结合 起 来 验 
证 此 规则 . 
$7.2 的 习题 


对 下 面 每 对 函数 作 x) 和 g(x) 计算 f(x) .g(x) ,g(x)” 入 x)/g(x) 的 导数 .用 你 的 CAS 验 
证 你 的 答案 . 


(1)f(x) = x +3,8(x) = 2x +1. (2)f(x) = 3x* ~ 5,g(x) = 3x5 — x 
(3)f(x) = 去 +lg(x) = lz +2x+1 (4)7x) = 10x0143,g(z) = i? -2. 
赁 眼力 计算 下 列 函 数 的 导数 . 
Vx +3 1 #3 -11 
(5) 时下 (6) Fa OO 
3Vx + xD 1/x — 3/x X03 +4x'? 
(i Mr Um) Vr+l1 


(11) 将 * 表示 为 x**” = xx, 然 后 用 乘积 规则 计算 x? 的 导数 . 
(12) 将 x 表示 为 x*” = x* .x. 用 乘积 规则 计算 x? 的 导数 . 


(13) 假设 等 式 
Ee 二 Nx"-! 
成 立 . 对 任意 W > 1. 使 用 乘积 规则 证 明 
d 


zm = (N+1)x". 

注意 到 习题 (11) ~ (13) 给 予 了 规则 2 对 所 有 正 整数 NN 的 一 个 归纳 证 明 . 
(14) 验证 等 式 (f gh) =f 'gh + fe'h + feh'. 
(15) 用 习题 (14) 的 等 式 计算 (x”+ 18)， Vx 一 1 (1/x' +6x -2) 的 导数 . 
(16) 用 习题 (14) 的 等 式 和 商 规则 计算 函数 1/(1 - *)(1 - x) (1 - 居 ) 的 导数 . 
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7.3 链 规则 


在 解决 了 和 与 乘积 的 导数 后 ,还 要 着 手 解决 两 个 函数 复合 的 导数 . 由 于 函 
数 的 复合 (在 实数 代数 中 ) 没有 类 比 物 ,后 面 的 这 些 规则 完全 不 是 显而易见 的 . 
它们 的 验证 颇 为 麻烦 ,我 们 将 其 省 略 ， 
规则 8( 链 规则 ) (f/f。g)'(x) =f'(g(x)) 8 (xz)， 
加 du 6) -_ df .dg 
规则 9{ 另 一 种 形式 ) a i 


注 “一 般 地 ,回想 到 记号 并 只 不 过 表示 /在 点 4 的 导数 , 即 / "(4) 而 已 . 我 
们 当然 也 可 考虑 多 ,其 中 w 是 某 个 其 他 使 人 感 兴趣 的 点 . 因此 出 现在 链 规则 中 
的 另 一 种 形式 的 记号 , 按 定义 是 7 在 点 g(x) 的 导数 
例 7.7 设 /(x) = x” +2x" -1,g(x) = x 11. 计算 (f。g)'(x). 
看 到 /'(x) = 25x* +20x? 和 g'(x) = 10x 时 , 链 规 则 让 我 们 很 容易 算出 所 
要 的 导数 : 
(fo g)'(x)=f'(g(x)) Ex) 
= (25g(%)” +20g(x)’”) .+ 10x? 
= (25(x ~ 11)” +20(x’ -11)”) . 10x’. 
如 果 我 们 想到 直接 微分 (f。g) (x) = (x”-11)”+2(x”-11)”-1 的 全 部 工 
作 , 那 么 链 规 则 的 威力 和 用 处 便 很 明显 了 . 
例 7.8 设 f(x) = x* =3Vz,g(x) = za -3x1 +2. 计算 (f。g)'(x). 


2 


由 于 f '(x) = 3 和 


f'(g(x)) = 3(8(4)) + = (x0 - 3x" +2)3, 
链 规则 告诉 我 们 所 要 的 导数 是 
(9 - 3x" +2)+) = 本 (ce -3xd +2) 寺 。(43x2 -33200 


下 面 的 命题 或 许 是 最 经 常 使 用 的 链 规则 的 推论 . 
命题 7.9 设 g(x) 为 一 可 微 函数 ,NN 为 一 实数 ,使 g(x)” 有 明确 定义 . 于 是 
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(za)” = NgE(z)  g'(x). 
“证明 ” 设 /(x) = x", 我 们 看 到 f(g(x)) = g(x)*. 由 于 
f'(x) = xy， 
应 用 链 规则 便 得 到 想 要 的 公式 ; 
Lg(4)"= (Fe g)'(x) 
=f'(g(x)) .g'(x) = Ne(x)”! . g’'(x). 
例 7.10 f(x) = (x +2x+1)'™” 的 导数 是 什么 ? 
在 这 个 例题 中 我 们 可 用 命题 7.9 不 费劲 地 算出 这 个 导数 ; 
1000(x + 2x + 1) . (3x2 + 2). 
(值得 思考 一 下 ,没有 链 规则 这 个 计算 会 有 多 可 怕 1!) 
例 7.11 计算 f(x) = Vw -3 的 导数 . 
为 了 在 此 例 中 应 用 命题 7.9 我 们 首先 将 f(x) 重 写 为 形式 f(x) 
3)*. 在 这 样 做 好 后 我 们 看 到 . 


1 5 EE 4 Sx 
‘(x) = (x -3) .5x = . 
/ 2 2 Vx 一 3 
$7.3 的 习题 
计算 习题 (1) ~ (15) 中 函数 的 导数 而 不 用 化 简 你 的 答案 用 CAS 检查 你 的 结果 . 
(1) (2x' - 2x2 + 1)". (2) (8x* - 2)5. CG +1)-™, 
(4) Vx! -3x +7. (5)(x2 +1) -23. (6) 3 Ee 
(7) (2x” - 3. 01 ) -23. (8)(xzz +1)". cM > 
Tt 

1 +1 3 

(10) i Dp (12) (SHERRI 


Ei 


(13) V1 + VE WA (15) V2 YE a 


对 下 列 的 每 对 函数 计算 (F。g)'"(x*). 用 CAS 验证 你 的 答案 . 
(16)f(x) = 2x3 -3x +1,g(x) = 5x* +x -10. 

(17)f(x) = (x +1)’,g(x) = (Vx +1). 

(18)f(x) = VX -3.g(x) = x -2. 


7.4 ”三角 函数 的 导数 .73， 


(19)f(x) = x -x +x -x g(x) = x -3. 
= (x +1)m， a 
(20)f/(x) = (x +1) ,g(*) 证 


(21)f(x) = (x + 1) -om ,g(x) ep 


7.4 三 角 范 数 的 导数 


有 两 个 基本 规则 支配 了 三 角 函 数 的 微分 . 
规则 10 人 sin(%)) = cosx， 


规则 11 (cos(x) ) i 

在 验证 最 后 面 的 这 些 等 式 之 前 ,让 我 们 观察 下 面 的 事实 , 即 结合 这 两 个 规 
则 和 前 面 的 那些 规则 ,我 们 能 相对 容易 地 对 几乎 任意 的 三 角 函 数 进行 微分 . 

例 7.12 证 明志 ( tan(%*)) = sec’(x). 


因为 tan(*) = mt2 ,我 们 可 用 商 规则 连同 规则 10 和 规则 11 来 计算 
tan(x) 的 导数 : 


4 (sin(#) ) _ Cos(%) . cos(x) - sin(x) + (~ sin(x)) 
dx\cos(x)/ (cos(x))’ 


_ cos’ (x) + sin (%) 


cos: (x) 


1 
cos’ (x) 
例 7.13 计算 f(x) = cos(x: + 3x -1) 的 导数 . 
为 了 应 用 链 规则 , 令 f(x) = cos(x) ,g(x) = x* +3x +1.f 和 g 的 导数 为 
f'(x) =-sin(x),g'(x) = 4x' +3, 最 后 有 
Ae ) =— sin(x + 3x +1) .+ (4x’ + 3). 


为 了 证 明 三 角 函 数 的 微分 规则 ,我 们 将 需要 一 个 重要 引 理 . 
引 理 7.14 下 面 的 极限 成 立 : 


.sin(h) _ 
be 


= sec’(x). 


lim cos(h) -1 -0 
h—0 h 
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证 明 lim (名 = 1 已 在 $4.2 中 得 到 证 明 . 第 二 个 极限 需要 少量 的 技 


h 
巧 : 
(h) -1 _ |, cos(h) ~1 cos(h) +1 
lim 天 四 lim 天 cos(h) + 1] 
-1i cos’(h) -1 
7 Oh. Ccos(h) +1) 
i ~ sin’ (h) 
in 
{1 -sin(h)\, fi. in(h) 
= (km): (hm ty 1) 
ps MA 
=-1 (i jor 0. 
验证 规则 10 和 11. 
首先 注意 到 规则 11 可 由 规则 10 和 公式 
cos{x) = sin (x 二 于 )， cos(x + 下 = — sin(x) 
得 到 ,这 是 因为 这 些 等 式 让 我 们 进行 推导 : 
d 


到 cos(x) 所 Ssin(s + 局 二 cos(x 下 区) =- sin(x). 


当 我 们 回想 起 经 典 的 三 角 公 式 
sin(x + h) = sin(x)cos(h) + cos(x)sin(h) 
时 ,规则 10 的 证 明 进 行 如 后 : 
区 _ 1，Sin(X +h) - sin(x) 
到 (sin(z) ) = lim 


TE [sin(x)cos(h) + cos(%x)sin(h)] — sin(x) 
0 h 
= lim sin(x)cos(h) ~ sin(%) + lim cos(%x)sin(h) 
Pm h hs0 h 
= sin(x) Pe | + Cos(%x) lim Sh) 
ha0 h 0 下 


=0+ (cos(x)) :1 


= cos(x). 


$7.4 的 习题 


计算 下 列 函 数 的 导数 . 用 CAS 检验 你 的 答案 . 


(1)cos(x + 3x° — 2). 
(4)cot(x* +2)， 


(2)sin(2x8 -3x -2x + 11). 


(5)eos(¥ ~ 7). 


x+l 


第 七 章 的 附加 习题 。 :75， 


(3)tan(x? + 3x -~ 6). 
(6) sin( < -1). 


x+l 


(7)cos(cos(x) )、 (8)cos(cos(cos(x))). (9)sin(sin(x? +2)). 
{10) v (sin(x)) +3x. (11) (sin(x* +2))» (12) cos(cos(x" -3x2 +2)). 
(13)tan( Vx +2). (14)cot( V0 3x +2). (15) sin(x) a 
cos(x) — sin (x) 
(16) 3) +3 (17)sin(x) . (cos(x))’. (18) (1 + 3cos(x))”. 
Vr +2 


(20) 1 ~ cos(x) 


(19) (cos(x* + 1))°. 1 + cos(x)’ 


第 七 章 的 附加 习题 


(1) 利用 导数 规则 得 出 zx) = euz" + az" + … + a 的 导数 ,其 中 ,ai ,ao 为 与 x 无 
关 的 常数 . 用 你 的 CAS 验证 你 的 答案 . 
(2) 设 Ax) = 6x* - x. 求 使 得 1 "(x) = 0 的 x 值 .用 你 的 CAS 作 /'(x) 的 图 像 
(3) 设 f(x) =x* -1. 
(a) 这 个 函数 有 什么 几何 性 质 ?关于 /的 图 像 这 个 性 质 表明 了 什么 ? 
(b) 如 果 你 已 经 导出 了 /在 点 * 的 导数 ,你 能 推断 出 在 点 - x 的 导数 (但 不 要 重新 进行 计 
算 ) 吗 ? 
(e) 用 你 的 CAS 作 / "(4) 的 图 像 /'(*) 具有 什么 几何 性 质 ? 
(qd) 你 能 用 导数 的 极限 定义 推广 上 面 问题 的 答案 吗 ? 
(4) 设 /(x) = 只 +2x  -% 像 你 在 习题 (3) 所 做 的 那样 ,对 此 函数 回答 前 面 的 四 个 问题 . 
(5) 用 导数 的 极限 定义 证 明 复合 函数 的 微分 规则 , 即 
(fo 8)'(x) = Cg(s))g(z). 对 7z) = 3x +4,8(x) =P + 
得 出 (f。g)' 用 你 的 CAS 验算 结果 . 
(6) 假设 /(x) 和 g(*) 为 这 样 的 函数 :在 它们 的 公共 定义 域 中 满足 /(4) = g'(x). 你 能 得 出 
A(*) = g(*) 的 结论 吗 ?提示 : 取 h(x) = f(x) - g(x) 并 利用 微分 规则 . 
(7) 在 你 的 CAS 上 对 /(<) = -一 得 出 / (x) ,其 中 是 一 个 正常 数 二 阶 导数 2 (4) 被 定 


义 为 1'(*) 的 导数 等 等 ,f 的 n 阶 导数 为 /”(x). 用 你 的 CAS 得 出 所 给 函数 /的 前 6 阶 导 
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数 . 你 能 看 出 一 种 模式 吗 ?你 能 推断 出 /”(x) 的 一 个 公式 吗 ? 
(8) 设 Ax) = (x 一 1) "(x -4x -2). 称 * = 1 为 /的 一 个 二 重 根 .在 你 的 CAS 上 作 f(x) 和 
/'(x) 的 图 像 . 关于 f(1) 和 f/'(1) 你 注意 到 了 什么 ?得 出 f(x) 而 后 f* (1). 
对 下 列 函 数 计算 (f。g)”. 
1 


(9)f(x) = cos(x +3),g(x) = 2 


(10)f(x) = x’ -9x +27x -27,g(xz) = x+3. 
(DJKs) = 至 ,6(z) = 竺 - 闻 

(12) 假设 (f。g) ”= 1. 你 能 推出 /和 8 互 为 逆 的 结论 吗 ? 
(13) 假设 (f。g)， = 0. 你 能 推出 /或 g 两 者 之 一 为 常数 吗 ? 
在 下 列 问题 中 求 所 给 曲线 在 所 给 点 上 的 切线 方程 . 


四 m™ 
(14)y = cos(m(x D),( 冯 ,0). (15)y = tan(V) ,人 5). 
_3-x 2 
(Wr rl) (17)y = V1 + Vx,(4,3). 


(18)y = (sin( TF(2 +2x + D)",(0,(4) )， 


第 八 章 ” 隐 函 数 及 其 导数 


8.1 隐 范 数 


假定 我 们 已 知 一 个 包含 * 和 y 的 方程 . 如 果 可 能 解 出 用 * 表 示 的 y, 那 么 我 们 
便 定 义 了 y 为 x 的 函数 . 这 样 得 到 的 函数 被 称 做 由 此 方程 隐 式 定义 的 . 

例 8.1 考虑 方程 

~Xx +2x+y =3, 

解 出 用 * 表示 的 y 得 到 

注 ” 像 我 们 曾 在 $1.2 例 1.8 中 看 到 过 的 那样 ,有 许多 可 能 的 平方 根 孙 数 . 
因而 方程 - x + 2x + y = 3 隐 式 地 定义 了 许多 可 能 的 函数 . 经 常用 到 的 一 个 简 
单 约 定 是 总 取 正 的 平方 根 函 数 . 


8.2 隐 式 微分 


隐 式 微分 是 快速 计算 隐 函 数 的 导数 的 方法 . 
例 8.2 例 8.1 中 隐 函 数 的 导数 是 什么 ? 


解决 这 个 问题 的 一 种 方式 是 直接 微分 y = Vx - 2x + 3 从 而 得 到 
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去 ( 字 _ 2x +3) 7 . (2x -2). 


我 们 现在 指出 解决 此 问题 的 另 一 种 方法 , 它 叫做 隐 式 微分 法 . 从 考虑 原来 
的 方程 . 
—_x +2x+7y =3 : 
着 手 . 当 我 们 把 y 作 为 x* 的 函数 解 出 时 我 们 得 到 了 y = fx) ,其 中 f(x) 为 某 个 函 
数 , 在 这 里 就 是 f(x) = vx ”- 2x +3. 引 人 注目 的 是 , 隐 式 微分 的 四 步 法 (详情 
见 后 ) 不 需要 知道 函数 是 什么 . 我 们 需要 知道 的 全 部 是 某 个 函数 是 存在 的 . 
第 1 步 ”在 原来 方程 中 用 f(x) 替换 y. 这 产生 了 
-x +2x+f/(x)’ =3. 
第 2 步 ”用 微 积 分 规则 在 方程 两 边 作 关于 x 的 微分 (因为 上 述 方程 的 两 边 
都 是 x 的 函数 , 故 这 样 做 是 有 效 的 ). 我 们 得 到 
-2x +2+2Fx)F(xz) = 0. 
第 3 步 ” 解 出 f'(x). 这 只 不 过 需要 简单 的 代数 . 
2f(x) *f ‘(x) = 2x -2， 
2x -2 x-l1 
1 (人 “人 “7 
第 4 步 ”将 /(x) 换 为 y 得 到 : 
;_%-1 
A y 
注 ”在 用 Vx -2x +3 替换 y 后 ,这 个 结果 与 前 面 求 得 的 解 
1 ， > -十 
F(% — 2x+ 3) 。 


(2x - 2) 一 致 , 
例 8.3 计算 由 y -8x 7 +2y +x = 3 隐 式 定义 的 函数 (同时 包含 * 和 7 
的 表达 式 ) 的 导数 7 
第 1 步 ” 将 7 换 作 关 x) 得 到 
Faxz) -8xx) +2Fx) +x’ = 3. 
第 2 步 方程 的 两 边 对 * 进行 微分 : 
T(x) f(x) — 32x°f(x)? — 24x4f(x)f (x) +2f '(x) +3x = 0. 
第 3 步 ” 解 出 f'(x); 
TfCx)f (x) — 24x°f(x)f (x) +2f '(x) = 32x3f(x)? -3z2， 
[7Kx) ~ 24x°f(x)? +2] :f(x) = 32x3f(x)? -3x2， 
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因而 
1 32xf(x)’ 一 32 
1 (5) = TH) 24 4) + 
第 4 步 ”用 ;替换 f(x) 得 出 解 : 
,32x’y’ -3x’ 
2 Ty -24xy +2 
注 ”在 此 问题 中 不 可 能 求 出 fx). 此 方程 不 能 解 出 ! 
提问 例 8.3 中 隐 式 定义 的 函数 在 点 (1,1) 的 导数 是 什么 ? 
回答 ”在 上 面 第 4 步 得 到 的 解 中 直接 代入 给 定 值 x = 1 和 y = 1 便 得 到 在 
点 (1,1) 的 导数 值 ; 
， 32 -3 29 


7 7-24+2 ”1 


$ 8.2 的 习题 
在 习题 (1) ~ (9) 中 ,以 两 种 不 同 的 方式 计算 下 列 函 数 的 y'. 首先 用 将 y 作为 的 函数 解 出 ， 
而 后 用 隐 式 微分 的 四 步 法 . 
(1)x+y =1. (2)x* + =1. (3)xy = 1， 
(4)xy = 1. (5)xy = 2 (6)xy” = 3. 
(7) 和 2 +2xy + x = 1. (8)xy =x—-2. (9)7 -3xy-2 = 0. 
在 习题 (10) ~ (15) 中 用 四 步 算法 对 方程 (作为 同时 包含 x 和 y 的 表达 式 ) 计算 y': 
(10)x * cos(x) +y* cos(x) = 13. (11)Y -2x’y + 3x + x = 3. 
(12)x2y + ytan(x) = ¥. (13)e™ + 2cos(xay) = 4. 

党 一 52472 
(0) in( #2) = y. (15)2242 = 17. 


(16) 对 由 方程 2 + = 1 陷 式 定义 的 函数 求 在 点 ( 3 万) 的 六 


(17) 求 曲 线 (cos( mx)) ”y+y =x+10 在 点 x =0,y = 2 的 切线 方程 . 

(18) 求 曲线 (sin(2x)) .xy +y =x+1 在 点 x = 0,y = 1 的 切线 方程 . 

(19) 证 明 由 方程 x + ~2x -4y-20 =0 与 x +y - 20x -28y + 196 = 0 定义 的 两 个 图 
在 点 (4.6) 相 切 . 


8.3 指数 函数 ,自然 对 数 函数 和 双 曲 函数 


8$1.4 中 曾 对 x* 为 有 理 数 时 定义 了 指数 函数 a*. 我 们 能 够 把 此 定义 拓展 到 x 
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为 无 理 数 的 情形 ,方法 是 令 
如 过 lima” ， 
其 中 极限 是 在 趋向 于 x 的 有 理 数 上 取 的 . 例如 ,如 果 x = T = 3. 14159… ,我 们 可 
以 通过 趋向 于 7 的 有 理 数 . 
xx = 3,3.1,3.14,3.141,3.1415,3.14159,...—> ~. 
问题 “a 的 导数 是 什么 ? 
由 定义 ， 


(8.1) 


h-0 大 
内 
因此 我 们 把 计算 a* 的 导数 问题 简约 为 计算 lim < 二 + 的 问题 
定义 ” 数 e 被 定义 为 满足 性 质 
lim 二 1 (8.2) 


的 唯一 的 实数 ， 
e 的 存在 性 和 唯一 性 的 证 明 被 推 延 到 8$ 17. 1 中 . 虽然 如 此 ,还 是 可 以 知道 e > 1; 


看 
这 是 因为 不 然 的 话 ,二 会 趋向 于 一 个 非 正 数 . 可 以 进一步 证 明 。~ 2.718… 


f(x) = e 的 图 像 可 描画 于 下 . 

把 方程 (8. 1) 和 (8.2) 联合 起 来 便 推导 
出 下 述 命题 . 

命题 8. 4 


d 。 对 
Te 二 e， 


dx 
例 8.5 计算 了 Let (0,) 
利用 链 规则 可 以 轻易 完成 计算 : 
ee 各 (4x3 2)e( -+0D. 


下 一 步 要 考虑 指数 函数 的 道 ,这 是 另 一 个 突出 而 重要 的 例子 . 


{1,e) 
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定义 ”定义 e 的 逆 函 数 为 In(x) , 称 做 自然 对 数 函 数 . 它 满足 下 面 等 式 ; 


lIn(e*)=x 
eh) x 
自然 对 数 聘 数 的 图 像 被 画 在 下 面 . 
(e,1) 
(1,0) 
方程 
mo x 


实际 上 隐 式 地 定义 了 ln(x) 为 x 的 函数 . 将 此 方程 的 两 边 对 x 微分 (运用 链 规则 
和 命题 8. 4) , 便 得 到 


Le = en ， (21n(*) )= 站 (Elin) )= 1 ， 


因而 我 们 已 经 证 明了 
命题 8.6 


e 的 另 一 个 可 供 选 择 的 描述 由 下 面 的 命题 给 出 . 
命题 8.7( 数 。 的 另 一 个 定义 ) ” 数 e 可 用 后 面 的 极限 表达 : 


e = lim(1 十 万) 二 


ln) 


证 明 ”由 于 (1 +h)* = e ,因而 只 要 证 明 Jim (LA = 1. 就 够 了 .但 


是 因为 In(1) = 0, 我 们 看 出 
lim nl +h) 轨 lin nd +h) - ln(1) 
hs0 h h 


d 
到 到 In(x) 下 
现在 我 们 到 了 微分 一 般 指数 函数 所 xz) = a 的 时 候 了 . 
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命题 8.8 给 定 一 个 正 实数 a. 于 是 
d 3 x 
= (lna). 
证 明 ”由 于 a = e"” , 故 a = e””“, 我 们 通过 微分 最 后 一 个 等 式 的 两 边 
可 以 得 到 想 要 的 结果 : 


du = -den(o = 
dx dx 
= In(a) : el 


= ln(a) .ar 
例 8.9 计算 人 x" 


为 了 把 * 转换 为 能 够 处 理 的 形式 ,我 们 从 x = e" 这 个 事实 开始 ,然后 把 
两 边 都 取 x 苦 ,得 到 等 式 x*”= e""“. 最 后 用 链 规则 微分 等 式 两 边 的 函数 


sd i d 。 _infz),x 
上 -oo 


二 + In(x) 1) 
= 

例 8.10 计算 和 (ln(x) + 好 ) 10. 

用 链 规则 我 们 算出 

En(s) + = 100n(o + (TL + 40) 


例 8.11 计算 (x + 
由 于 e"” ”= 了 对 任意 了 都 成 立 , 我 们 可 以 写成 之 +1 = en 及 


(2 十 1)” = (ln(e2+1D)) 


全 ( 妇 + 1) ”= ei 
(s 1) 生 ln(x’ + 1)): (nte2+D) 


< +1))(e + 了) 
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注 ”应 该 看 到 ,一 般 情形 下 ,要 微分 f(x) = g(x)” ,我们 首先 将 f(x) 表示 

为 
f(x) = ee 

然后 再 使 用 链 规则 . 

双 曲 函数 

人 们 发 现 某 些 指数 函数 的 组 合 其 表现 非常 相似 于 经 典 的 三 角 函 数 . 为 方便 
起 见 , 这 些 函 数 的 名 字 由 在 一 个 三 角 函 数 的 名 字 后 面 加 上 字母 h( 它 代表 了 
hyperbolic , 即 双 曲 线 ) 得 到 . 

定义 ”基本 的 双 曲 函数 定义 如 下 : 


sinh(x) = ee- 


2 
cosh(x) = 和 2 一， 


tanh(x) = We 


立刻 能 够 验证 
-sinh(x) cosh(x) ,cosh( x) ly, 
以 及 
d i 
tanh(x) = Cn 
要 了 解 双 曲 阔 数 和 经 典 三 角 函 数 的 进一步 的 类 比 可 参看 本 节 的 习题 (13) ~ (16). 


§ 8. 3 的 习题 

计算 下 列 函数 的 导数 . 用 你 的 CAS 检查 你 的 答案 . 

(1)y = e”. (2)y = e5293. (3)y = 22. 

(4)y = 入 (5)y = x”. (6)y = ln(3x2 +2). 
(7)y = (ln(2x ~ 1))°. (8)y = (ln(x))*. (9)y = (x + cos(x))*. 


{10)y = In(x)/ Ver (11)y = cos(ln(x* + 1)). (12)y = ln(sin(e*) ). 
(13) 证 明 (cosh(x))* ~ (sinh(x))2 = 1 


(14) 证 明 1 - (tanh(x))? = 
(15) 建立 加 法 公式 


(cosh(x) )* 
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sinh(x +y) = sinh(x)cosh(y) + cosh(x)sinh(y) 
cosh(x +y) = cosh(x)cosh(y) + sinh(x)sinh(y) 
(16) 计算 导数 : 
sinh(#) ,tanh( In(x) ) ,Ecosh(x” 和 


(17) 用 你 的 CAS 通过 计算 (1 + hh) 广 ,h = 1710,1720,1750 ,17100 来 近似 计算 。 检查 一 下 是 


8.4 反 函 数 的 导数 


设 /, 广 为 一 对 在 2.3 节 中 定义 的 反 函 数 . 于 是 必须 
Ko) = (fs)) =x 

注意 到 这 些 方程 隐 式 地 定义 了 函数 广 (z)， 

由 于 反 函 数 是 隐 式 定义 的 , 故 在 求 反 函 数 的 导数 时 我 们 可 以 隐 式 求 微分 
那 就 是 说 , 仍 从 方程 

ff'(#)) =% 
着 手 ,关于 * 求 两 边 的 微分 得 到 
EHF 0) = fF)) De) =1. 

解 出 最 后 一 个 方程 便 给 出 了 最 终 的 命题 

命题 8.12 设 放 (x) 是 一 个 可 微 的 一 对 一 削 数 /(x) 的 逆 , 如 果 广 (zx) 是 
可 微 的 则 


(0) -FJ 

注 ”为 了 使 广 的 导数 在 点 x 有 定义 ,必须 有 f'(/'(x)) 天 0 

例 8.13 求 广 (x) 的 导数 ,其 中 f(x) = 她. 

有 两 种 解决 此 问题 的 办 法 . 初等 的 处 理 方法 是 看 出 广 (x) = ,因而 

号 广 (x) = 十 < 十 但 也 可 用 命题 8. 12. 由 于 /'(*) = 2x, 我 们 能 确定 

Ee 
we 

例 8.14 求 /"(x) 的 导数 ,其 中 f(x) = x 

这 里 我 们 仅仅 应 用 我 们 的 命题 ,' 有 广 :(x) = x 了 , f'(x) = 3x?, 因 而 
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1 
= pp 3 


注意 y = sin(x*) 是 从 区 间 - n/2 <x < 了 了 到 区 间 -1<x<1 的 一 对 一 
的 函数 . 因此 其 逆 arc sin(x) 有 确切 定义 ,其 定义 域 为 区 间 - 1 < x < 1, 而 值 域 
为 区 间 - 本 <x< 

例 8.15 计算 


-arcsin (x). 


为 了 得 到 arcsin(x) 的 导数 ,再 次 应 用 我 们 的 命题 ,知道 在 区 间 -1<x<1 


上 
1 


On = 一 一 一 一 一 一 一 
cos( arcsin(X )) 


dx 
这 时 可 以 大 大 地 简化 这 个 解 . 由 于 在 区 间 - 了 <0< i cos(6) 宇 0, 我 们 可 
以 表达 
cos(0) = v1 - sin’(0), 
(这 里 取 正 的 平方 根 ). 由 此 得 到 


Un 兰 i 
dx V1 - (sin(arcsin(x) ))” 
中 1 
v1 二 好 

它 在 -1 <x < 1 范围 内 成 立 . 显然 ,arcsin(x) 的 导数 在 x = + 1 处 没有 定义 . 
$§ 8.4 的 习题 
对 下 面 的 每 个 函数 求 其 逆 函 数 , 并 显示 其 定义 域 和 值 域 ;利用 命题 8. 12 计算 广 '(x) 的 导数 . 
(1)y = 2 (2)y = x". (3)y = 一 
(4)y = ex" ($)y = cos(x). (6)y = tan(x). 
(7)y = wsin(x). (8)y = a'. {9)y = cot(x). 


(10)y = sinh(x). (11)y = cosh(x). (12)y = tanh(x). 
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第 八 章 的 附加 习题 

在 习题 (1) ~(4) 中 利用 隐 式 微分 法 求 y 相对 于 x 的 导数 . 

(1)Y +2y = x. (2)6x* + 6y = 20. 

(3)6x’ + 6y = 6xy. (4)Sxy = (x 一 y)2. 

求 下 列 每 对 曲线 之 间 的 相交 角 ( 两 个 可 能 的 角 中 的 最 小 者 ) 并 用 你 的 CAS 作出 这 些 曲线 . 
(5)2xy +y =3,27 -(x+1) =0. (6)x +y =4,y-x=0. 

(Tx +y =x+y,y -x = 1/2. (8)x* +y -2xy = x,y -x =0. 

对 习题 (9) 和 (10) ,通过 用 隐 式 微分 法 式 链 规则 ,得 出 y 关于 x 的 导数 . 

(9)y = in = z {10)x = -Ww ,y= 2. 


2 6 
(11) 假设 y= x). 在 你 的 CAS 上 计算 于 ,9,… ,9 


你 看 出 任何 模式 了 吗 ?你 能 找 出 的 一 个 公式 吗 ? 


(12) 用 隐 和 式微 分 求 曲线 了 - 4y + x** -3 = 0 在 点 (0,1) 点 的 切线 方程 . 
(13) 在 你 的 CAS 上 作出 由 2(x? +y)?”-25(x? -和 好) = 0 隐 式 定义 的 函数 的 图 像 . 用 隐 式 微 
分 求 曲线 在 (3,1) 的 切线 方程 . 
(14) 在 你 的 CAS 上 作 由 2x” + 2y ”= 4 定义 的 函数 的 图 像 . 用 隐 式 微分 求 曲线 在 ( - 1,1) 
的 切线 方程 . 在 点 (0,0) 的 导数 存在 吗 ? 
下 


(15) 求 由 4YP - (4+ D)7 = 3 给 出 的 坚 , 其 中 :是 一 个 满足 坐 = 一 上 的 可 微 数 


~ tan(1) 
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9.1 极 大 值 和 极 小 值 


考虑 可 微 函数 y = f(x).f(%x) 的 图 像 会 展示 出 各 种 小 山 和 山谷 ,如 在 下 图 
中 那样 . 


点 P,Q, 和 RR 和 /的 极 大 值 ,它们 对 应 于 山顶 ,而 点 4,8 和 C 是 /的 极 小 值 ,它们 
对 应 于 谷底 . 

如 果 函 数 y = 几 x) 是 某 个 商业 上 的 (极度 重要 的 ) 利润 函数 , 则 点 P,Q 和 
就 表示 利润 达到 项 峰 的 时 期 而 点 4,B 和 C 代表 利润 达到 最 低 点 的 时 期. 对 利润 
函数 进行 数学 上 分 析 的 至 关 重要 的 特点 是 试图 预报 未 来 的 顶峰 , 许多 华尔街 的 
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分 析 师 们 恰恰 把 他 的 一 生 耗 费 在 

这 样 一 种 事业 中 了 . 他 们 的 主要 工 C137) 

具 是 微 积 分 一 一 它 提供 了 快速 计 

算 函 数 的 极 大 和 极 小 值 的 强 有 力 

的 技术 . 我 们 现在 来 讲述 这 个 理 

论 , (1,5) 
在 处 理 这 个 问题 时 认识 到 极 

大 和 极 小 值 的 出 现 完全 依赖 于 我 

们 所 考虑 的 x 值 的 区 域 是 重要 的 . 

举例 说 ,对 -1 <x <1, 函 数 y = 3x -16x; + 18x’ 在 x = 0 有 一 个 极 小 值 . 扩大 

这 个 区 域 到 - 1 < x < 4, 我 们 看 到 在 (3，- 27) 图 像 甚 至 有 一 个 更 低 的 点 . 


(3,-27) 


男 一 方面 ,如 果 考 虑 区 间 - 1 < x 和 2, 则 极 小 值 点 是 此 区 间 的 端点 (2，- 8). 


正 是 这 样 的 表现 迫使 我 们 在 开始 讨论 一 个 函数 的 极 大 和 极 小 值 前 要 详细 地 指 
明 区 间 < x < 6. 区 间 的 任何 改变 ( 即 改变 a,8) 都 会 得 出 完全 不 同 的 极 大 值 和 


9.1 ， 极 大 值 和 极 小 值 “89 ， 


极 小 值 . 
定义 固定 一 个 区 间 a x 志 b. 定义 在 a 三 x 三 b 上 的 函数 放 x) 在 点 c( 其 
中 a 万 c 万 6) 有 一 个 极 大 值 是 指 ,如 果 对 区 间 a 三 x 过 器 中 的 每 个 x 有 
F(c) F(x). 
函数 正在 区 间 a 志 c 万 45 中 一 点 C 有 一 个 极 小 值 是 指 对 所 有 在 区 间 a 专 x 专 b 
中 的 x 有 
F(c) < F(x). 
现在 回 到 先前 的 例子 
y =3x — 16x’ + 18x’. 
我 们 看 出 对 区 间 -1 <x <<4 而 言 (3, ~27) 是 个 极 小 点 . 但 是 在 子 区 间 - 1 三 x 
记 1 上 点 (0,0) 是 个 极 小 . 显然 如 果 我 们 适当 地 选取 一 个 子 区 间 ,点 (- 1,37) ， 
(0,0) ,(1,5),(3，- 27) 中 每 一 个 都 可 以 是 这 个 函数 的 一 个 极 大 值 或 极 小 值 . 
为 了 把 这 个 概念 分 离 出 来 我 们 需要 一 个 基本 定义 . 


定义 “已 知 一 个 区 间 ae x 6b; 如 果 a < c < 上 4b 则 称 点 c 为 一 个 内 点 . 点 
a,b 称 为 端点 . 网 

上 面 对 函 数 y = 3x”- 16x” + 18x-” 的 讨论 构成 了 下 面 重 要 定义 的 动因 . 

定义 ” 设 F(x) 是 定义 在 某 个 区 间 上 的 函数 . 一 个 点 c 是 一 个 局 部 极 大 (或 
极 小 ) 点 是 指 存在 一 个 包含 点 c 作 为 内 点 的 子 区 间 , 并 且 x =c 是 玉 在 此 子 区 间 
上 的 一 个 极 大 (对 应 地 , 极 小 ) 点 . 

提问 已 知 一 个 可 微 函 数 y = f(x) ,我 们 如 何 计算 局 部 极 大 和 极 小 ? 

回答 ”这 个 问题 提供 了 应 用 微 积 分 概念 的 另 一 个 机 会 . 直观 地 看 , 当 一 个 
人 走 上 一 座 山 ,斜率 可 能 辟 如 说 为 0.5(45° 倾斜 ). 当 这 个 人 趋向 山顶 时 斜率 减 
小 ,在 最 终 到 达 山 顶 时 它 为 0. 下 山 时 其 斜率 当然 变 为 负 . 为 了 正式 叙述 这 个 描 
述 ,假定 x = c 是 一 个 可 微 函 数 /(x) 的 一 个 局 部 极 大 或 极 小 点 并 且 考 虑 在 f(c) 
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的 切线 . 此 切线 必定 是 水 平 的 , 即 其 必 为 斜率 = 0. 用 微 积分 的 语言 表示 这 个 条 
件 就 是 


f'(e) = 0. 


我 们 把 这 个 表示 成 一 个 正式 的 命题 : 

命题 9.1 设 f(x) 为 某 个 区 间 a < x 5b 上 的 一 个 可 微 函 数 ， 如果 
X=cla<c<b) 为 f(x) 的 一 个 局 部 极 大 或 极 小 点 , 则 f'(c) = 0. 

证 明 ”我 们 提出 对 一 个 局 部 极 大 的 证 明 ,至 于 局 部 极 小 的 情况 在 本 质 上 是 
一 样 的 . 对 于 充分 小 的 疡 > 0, 我 们 有 

flc+h) <fe). 
这 是 因为 c) 是 一 个 局 部 极 大 . 从 而 fc +h) -f(c) < 0, 除 以 & > 0, 我 们 知道 
有 
成 c + 所 -fle) 0 


回想 起 极限 与 序列 的 选取 无 关 , 我 们 的 结论 是 
Im 人 人 全 人 人 < 0. 


如 果 现 在 选取 h < 0( 且 |h | 充分 小 ) ,我 们 必定 仍然 有 不 等 式 
fle +h) <fe), 
因而 fc +h) -fc) < 0. 除 以 h < 0 便 反 转 了 这 个 不 等 式 , 从 而 有 
Ket 和 -Ke) 0 


因此 ， 
lim c+h)-fle >0 
人 -0 h Se 


A<O 
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而 且 因 为 极限 是 唯一 的 ,我 们 的 结论 是 
f'(c) = lim LA = 0. 


警示 。 如 果 f(x) 在 x = 有 一 个 局 部 极 大 值 或 极 小 值 , 则 必然 有 三 (c) = 0; 
反 过 来 则 未 必 正 确 . 函数 所 xz) = x 满足 1'(x) = 3x ,因而 f'(0) = 0. 但 xz =0 并 
不 是 极 大 或 极 小 . 


(~—1,37) 


y=73 
(1,5) 


(3,~27) 


例 9.2 对 曲线 y = 3x -16x? + 18x 验证 在 点 (0,0),(1,5), 和 (3, -27) 
有 斜率 0 的 切线 . 
设 /(x) = 3x* ~ 16x ”+ 18x2. 我 们 计算 
f '(x) = 12x’ ~ 48x’ + 36x 
= 12x(x -4x +3) 
= 1l2x(x -1)(x -3)， 
由 此 立刻 得 到 f'(0) = /'(1) =/'(3) = 0. 这 证 实 了 这 些 点 上 的 切线 为 水 平 
的 , 它 使 我 们 得 出 结论 说 ,点 (1,5) 是 一 个 局 部 极 大 而 点 (0,0) 和 (3，- 27) 为 
局 部 极 小 . 


$9.1 的 习题 


在 下 列 的 问题 中 求 出 在 所 列 区 间 中 的 所 有 局 部 极 大 和 极 小 值 . 可 以 用 你 的 CAS 快速 计算 导 
数 和 画 出 函数 的 图 ( 求 极 大 值 和 极 小 值 由 你 自己 决定 ). 

(1)f(x) = x - 9x +30x, -4<x<6. (2)f(x) = x -2x ~-2x2，-1<x<3. 
(3)f(x) = x ,-2<x<2. (4)f(x) = x +x ,~3<xre3. 

(5S)f(x) = cos(x) +x, ~- 27 < < 2n. (Of(x) = sin(2x) -x, ~- 27 < x < 2n. 
(7T)f(x) = In(x) -x ,0 < x < 37. (8)f(x) = 2 -x, -5 ex <5n. 
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9.2 一 阶 导数 判别 法 


设 拟 x) 为 定义 在 区 间 a < x <5 上 的 一 个 可 微 钢 数 , 假定 对 区 间 中 某 个 < 有 
了 '(c) = 0. 有 三 种 可 能 性 :或 者 x =c 是 个 局 部 极 大 ,或 局 部 极 小 ,或 者 两 者 都 不 
是 ,为 了 得 到 区 分 这 三 种 情形 的 准则 ,我 们 需要 下 面 的 命题 , 它 将 自然 地 导致 一 
阶 导数 判别 法 . 
命题 9.3 如 果 对 所 有 a 万 x 45 的 点 有 /'(x) > 0, 则 f(x) 在 此 区 间 中 为 
增加 的 递增 的 , 即 
A(X1) < f(x,), 对 所 有 a 专 x， < x, 志 上 4b. 
如 果 对 所 有 a 过 xx 筷 b 的 点 有 f'(x) < 0, 则 f(x) 在 此 区 间 中 为 减少 的 递 降 的 ， 
即 
f(x1) > 所 ia) 对 所 有 a 专 x| 志 x, 专 4. 
用 图 形 表示 ,一 个 增 函数 和 减 函 数 分 别 如 下 图 所 示 : 


证 明 我们 证 明 /'(x) > 0 获 含 了 f(x) 为 增加 的 ,至 于 f'(x) < 0 的 情况 
是 相似 的 . 因为 由 定义 


; _ 1 f(x +h) -f(x) 
f (xz) = lim Pr 


故 条 件 /'(x) > 0 萄 含 了 对 所 有 充分 小 的 |h | 我们 必定 有 
f(x +h) -f(x) >0 
E 


对 h > 0, 我 们 看 到 f(x +h) ~f(x) > 0, 或 

flx +h) > f(x). 
对 有 < 0, 符 号 反 转 ,得 出 fx +h) -f(x) < 0, 或 Kx +h) < f(x). 因此 f 在 包 
含 x 的 一 个 充分 小 的 区 间 中 为 增加 的 . 把 这 些 区 间 合 并 在 一 起 我 们 得 出 f(x) 在 


9.2 一 阶 导数 判别 法 .93. 


整个 区 间 a < x < b 上 是 递增 的 . 

命题 9.4{ 一 阶 导数 判别 法 ) ”假定 f'(c) = 0 但 在 c 周 国 的 一 个 小 区 间 中 
每 个 其 他 的 x 有 '(x) 关 0. 于 是 在 此 区 间 中 我 们 有 三 种 情形 : 

情形 1 如 果 对 x <c 有 f'(x) > 0 而 对 x >c< 有 f'(x) <0, 则 f 在 x = < 
有 一 个 局 部 极 大 值 . 


f'(c)=0 
f°W>07 | \ 广 (DJ<0 


情形 2 ”如果 对 x <c 有 f'(x) < 0 而 对 x* > c 有 f'(x) > 0, 则 /在 x = ec 
有 一 个 局 部 极 小 值 . 


f° <0 三 CO>0 


情形 3 如果/ (x) 在 c 不 改变 符号 , 则 /在 x =。 既 不 是 一 个 局 部 极 大 也 
不 是 一 个 局 部 极 小 . 


f'(c)=0 f'(c}=0 
f°()>0 y 
f'(W)<0 


1 
i 
1  \/’0W<0 


三 (>0 


情形 3 
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这 三 种 情形 可 以 被 形象 地 看 成 小 山 ,山谷 或 拐点 . 例如 ,在 情形 (1) 中 ,对 > 
<c,f'(x) >0, 故 在 曲线 上 那些 从 左边 趋向 fc) 的 点 上 的 切线 其 斜率 为 正 . 在 
峰 点 x = c 斜率 为 0, 而 对 x > c, f'(c) < 0 从 而 曲线 递 降 . 

例 9.5 设 Ax) =2 -x*. 利用 一 阶 导数 判别 法 确定 哪些 地 方 此 函数 增加 ， 


而 哪些 地 方 函数 减少 . 求 所 有 的 局 部 极 大 和 极 小 值 . 

首先 , f(x) =- 2x. 因此 只 有 一 个 可 能 的 极 大 或 极 小 点 . 对 x < 0， 
f(x) = 一 2x > 0, 故 函数 增加 . 对 x > 0, f(x) =-2x < 0, 故 函数 减少 . 点 
* = 0 必 为 一 极 大 点 . 0 = 2 必 为 此 函数 的 最 大 值 . 


例 9.6 设 /(x) = < 二 24* 3 . 利用 一 阶 导 数 差别 法 确定 哪些 地 方 此 函数 增 


加 而 那些 地 方 了 数 深 人 来 所 的 局 部 大 和 极 小 人 
37 2 
取 微 分 ,我 们 得 到 /'(*) = @- 寺 6 = 丝 (5 二 16) ,因此 ,六 (0) = 0， 


f'(4) = 0,/'(-4) = 0. 我 们 现在 用 一 阶 微分 判别 法 对 这 些 点 中 每 一 个 点 进 
行 分 类 .对 z < -4,/ "(4) = 全 5 16) < 0 从 而 /xz) 减少 对 -4 <x <0， 


了/'(x) > 0 故 拟 x) 现在 增加 . 因此 x = -4 是 个 局 部 极 小 点 ,其 图 形 在 x* = -4 的 
邻 域 中 如 同 下 图 : 


对 0 <x <4,/'(x) = 从 《各 二 16) < 0, 因此 一 阶 导数 判别 法 告诉 我 们 * = 0 


256 
是 个 局 部 极 大 点 . 
以 分 析 点 * = 4 来 结束 我 们 的 分 析 . 注意 x > 4 时 


Fs ee >0, 
ee = 4 是 个 局 部 极 小 . 


9.2 一 阶 导数 判别 法 95， 


它 展示 出 在 x = 4 的 两 个 局 部 极 小 值 和 在 x = 0 的 一 个 局 部 极 大 值 . 

提问 是 否 存在 一 个 既 无 局 部 极 大 又 无 局 部 极 小 的 函数 ? 

回答 。 有 许多 这 种 函数 ,一 个 简单 的 例子 是 函数 f(x) = 10*. 要 看 出 在 下 
面 的 图 像 中 既 无 局 部 极 大 值 又 无 局 部 极 小 值 ,。 只 要 注意 到 f (x) = ln(10) ， 
10*, 从 而 对 任意 x 有 /f'(x) > 0. 
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f(x)= 10 


$9.2 的 习题 


在 下 面 的 问题 中 用 一 阶 导数 判别 法 求 出 f(x) 的 局 部 极 大 和 极 小 值 并 进行 分 类 . 使 用 你 的 
CAS 快速 计算 出 导数 . 用 你 的 CAS 作 甩 *) 的 图 像 以 检查 你 的 答案 . 


(Df(x) = 5 + 3x°. (2)f(x) = 3 ~ 77. 

(3)f(x) = x? — Ox’ + 30x, (4)f(x) = x -2x -2x’. 
(S)f(x) = x+ 和 (6)f(x) = x. 

(T)f(x) = 3x! -20c + 48x* — 48x +3. (8)f(x) = Sx — 6x’ - 45x4 +8. 
(9)f(x) = cos(x) — x. (10)f(x) = sin(3x) + Xx. 


在 下 列 问 题 中 确定 在 哪些 区 间 a < x < 6b 中 函数 放 x) 为 增加 (或 减少 ). 用 你 的 CAS 快速 算 
出 导数 并 作 函 数 图 以 检查 你 的 结果 . 


(11)f(x) = 2x +x+1， (12)f(x) = 3 - 4x’. 
(13)/(x) = x -9x + 30x. (14)f(x) = x ~ 2x’ -2x2. 
(15)f(x) = x". (16)f(x) = x -11. 
(17)f(x) = e.. (18)f(x) = ln(x),(0 < x). 
(19)f(x) = sin(x),(0 < x < 27). (20)f(x) = 2cos(x) +%, 


9.3 二 阶 导数 判别 法 


设 几 zx) 是 个 二 次 可 微 郴 数 ,* = c 是 个 满足 1'(c) = 0 的 点 . 确定 * = 是 
否 是 个 局 部 极 大 或 极 小 的 情 速 方法 是 二 阶 导 数 判 别 法 . 可 惜 ,尽管 此 法 快捷 却 
不 总 能 产生 确定 的 信息 . 
命题 9.7( 二 阶 导数 判别 法 ) ”假定 
六 (c) = 0. 
如 果 f"(c) > 0 则 x =c 是 个 局 部 极 小 .如果 f"(c) <0 则 x =c 是 个 局 部 极 大 . 


9.3 ”二 阶 导数 判别 法 “97， 


如 果 f"(c) = 0, 从 此 判别 法 中 我 们 没有 得 到 任何 信息 . 
证 明 条 件 f'(c) = 0 蕴含 了 当 * 一 ec 时 
f(x) 二 ‘(x) = "(ce) —f"(c). 
和 me 
如 果 f"(c) > 0, 则 对 非常 靠近 e 的 x 我 们 有 
大 (2 > 0， 


% 二 让 

因此 ,如 果 * -< > 0 则 jx*) > 0, 如 果 x -cc <0 则 f "(x) < 0. 应 用 一 阶 导数 
判别 法 ,我 们 得 出 * =“ 是 局 部 极 小 的 结论 . 对 f"(c) < 0 的 证 明 是 类 似 的 ,只 是 
所 有 符号 相反 . 

警示 。 如 果 /"(c) = 0, 则 二 阶 导数 判别 法 失效 ,而 且 任 何 情况 都 可 能 发 
生 . 函数 /x) = x 在 x = 0 有 一 个 损 点 ,尽管 我 们 有/ '(0) =/”(0) = 0. 函数 
8(x*) =2% 在 x = 0 有 一 个 局 部 极 小 值 ,而 这 里 有 g'(0) = g"(0) = 0. 函数 
r(x%) = 1 -x 在 x =0 有 一 个 局 部 极 大 ,而 仍然 有 ~(0) = (0) = 0. 显然 当 二 
阶 导数 判别 法 失效 时 没有 其 他 的 选择 ,只 能 回 到 一 阶 导数 判别 法 ,幸运 的 是 , 它 
是 屡试不爽 的 . 

例 9.8 用 二 阶 导数 判别 法 求 Xx) = 2 - 3x? 的 极 大 值 和 极 小 值 并 分 类 . 

由 于 败 x) 的 导数 /'(x) = - 6x ,我 们 需要 决定 点 x = 0 的 性 质 . 取 二 阶 导数 
我 们 有 ./(x*) = -6 对 所 有 x 成 立 . 由 二 阶 导数 判别 法 ,我们 的 结论 是 ,zx = 0 为 
一 个 局 部 极 大 . 这 个 图 像 被 描画 于 下 . 


{0,2) 


例 9.9 ”应 用 二 阶 导数 判别 法 求 /(x) = 2cos(x) +%, 其 中 0 < x <2 的 
局 部 极 大 值 和 极 小 值 并 分 类 . 


这 时 / “(x) = - 2sin(x) + 1 ,因此 在 sin(z) = 地 时 1 “(x) = 0. 由 于 我 们 
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是 在 区 间 0 < x < 2r 上 进行 的 , 仅 有 的 可 能 解 是 x = 拉 和 :区 现在 我 们 需要 计 
算 / 的 二 阶 导 数 , 它 为 J "(4) = - 2cos(a) ,在 点 = 各 和 x*= 兴 上 
=- /5, 


f/"( 芯 ) = 2cos( 工 ) 
LM = 一 2cos( 到 ) = + 3. 


因此 x = 开 是 个 局 部 极 大 点 而 x = :区 是 个 局 部 极 小 点 . 我 们 的 函数 图 描绘 于 


下 . 


例 9. 10 “分 析 函 数 
A 4 


在 区 间 -2 < x < 2 上 的 局 部 极 大 和 极 小 值 . 
当 我 们 作出 此 孙 数 在 区 间 - 2 < x < 2 上 的 图 像 时 ,我 们 得 到 了 


i 


9.3 二 阶 导 数 判 别 法 “99 


而 且 难于 看 出 有 任何 的 极 大 什 或 极 小 值 . 但 是 CAS 能 对 f(x) = 45x* - 3x + 高 


分 解 因子 ， 
f(x) = (90x -1) (45x -1). 
这 个 分 解 告诉 我 们 存在 使 导数 消失 的 点 :x = 二 和 xz = 而 现在 / "(*) = 


90x - 这 ,而 且 在 = = 十 和 = 而 计算 值得 到 


1"()= 过， 10)= -去 
于 是 x = 六 是 个 局 部 极 小 点 而 * = z 是 个 局 部 极 大 . 要 发 现 那些 不 能 立即 看 出 
的 极 大 极 小 多 少 有 点 令 人 困惑 . 事实 上 在 第 一 张 图 中 看 不 到 这 些 点 应 归咎 于 坐 
标 轴 上 度量 的 选择 一 当 在 区 间 0 < x < 十 上 作 图 时 我 们 实际 上 看 到 了 用 导 
数 判别 法 发 现 的 东西 


1.0008 
1.0006 
1.0004 


1.0002 


0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 


8$9.3 的 习题 


在 下 列 问题 中 用 二 阶 导 数 判别 法 求 扎 zx) 的 局 部 极 大 和 极 小 值 并 分 类 . 用 你 的 CAS 快速 计算 
函数 并 分 解 多 项 式 为 因 式 . 作 f(x) 的 图 像 以 检查 你 的 答案 . 


(1)f(x) = 4x* -11. (2)f(x) = x* +6x -3. 
(3)f(x) = 5x* - 3x +11. (4)f(x) = 3x4 + 16x’ +6x2 - 72x, 
(S)f(x) = x* + dx ~ Bx + 48x. (6)f(x) = 和 妇 +2x2 +3. 


(7)f(x) = 2sin(x) +x -2. {8)f(x) = cos(x) +V3x -| 
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(9)f(x) = In(x) + x ,(0 < x). (10)f(x) = es -5x+3. 
(1Df(x) = 2 -3x+1. (12)f(x) = 3ln(z) -二 +2,(0 < x). 
(13)f(x) = tan(z) + 过 + 3， (14)f(x) = tan(z) + x 


在 习题 (15) ~ (17) 中 ,使 /'(*) = 0 那些 点 舍得 非常 拢 ,在 一 个 图 形 上 几乎 看 不 出 来 . 求 出 
这 些 局 部 极 大 和 极 小 值 , 并 找 出 一 个 适当 的 区 间 来 作 函 数 (x) 的 图 像 使 得 这 些 极 性 点 可 以 
被 看 见 . 


(15)f(x) = 20x’ -18122 + a (16)f(x) = 好 (2.2048 -2.8x + #7). 
(17)Kx) = 3 750x* ~ 30 200x? + 91 293x? ~ 122 412x + 11 111. 
第 九 章 的 附加 习题 


(1) 设 f(x) = x +px +g. 求 使 (1) =3 的 p 和 g 的 值 .在 区 间 0 <x<3 上 有 /的 局 部 极 大 
和 极 小 值 吗 ?此 值 为 极 大 还 是 极 小 ? 


(2) 在 你 的 CAS 上 作 f(%) = 3cos( 秆 )+4eos( 过 ) 的 图 像 ,然后 求 出 极 大 值 和 极 小 值 . 提示 ; 


了 是 周期 的 . 
(3) 在 你 的 CAS 上 作 
4x -~ 2， 如 果 x < 1， 
0 es ead 其 他 情形 
的 图 像 . 
(a) 用 观察 的 方法 确定 f 在 区 间 0 < x 和 6 上 的 极 大 值 . 
(b)(a) 的 答案 与 一 阶 导数 判别 法 或 二 阶 导数 判别 法 矛盾 吗 ?请 解释 . 
(c) 这 个 例子 产生 了 求 可 能 的 极 值 的 准则 吗 ? 
(4) 在 你 的 CAS 上 作 
3x -1， 如 果 x < 2， 
f(x) = * -6x+13， 如 果 2 < x <4， 
—x*+9, 其 他 情形 
的 图 像 . 用 上 面 的 习题 (3) 确定 在 区 间 0 < x < 9 上 所 有 可 能 的 极 大 值 和 极 小 值 . 


(5) 证 明 F(x) = 25sec(x) 在 -全 < < 也有 一 个 极 小 值 但 无 极 大 值 . 用 你 的 CAS 作 它 的 
图 像 . 

(6) 用 你 的 CAS 作 f(x) = sin(x*) .sec(x) 在 区 间 - 2 <x< 序 上 的 图 像 . 
(a) 试 对 此 图 决定 局 部 极 大 和 极 小 值 . 
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(b) 用 一 阶 和 二 阶 导数 判别 法 验证 你 的 结果 . ( 用 你 的 CAS 验证 ). 

(7) 证 明 如 果 f 在 a < x < 4b 中 连续 ,在 (a,b) 可 微 且 fa) = A5), 则 存 一 个 值 。 < x < 5 使 
得 f(x) = 0. 这 个 结果 被 称 做 罗 尔 定理 . 

(8) 证 明 中 值 定理 :如 果 f 在 a < x < 6 连续 且 在 a < x < 6 可 微 , 则 存在 一 个 值 a < x < 5 值 


得 (xz) = 妈 仙 二 人 ea) 提示 :利用 罗 尔 定理 . 


(9) 证 明 下 面 中 值 定理 的 推论 : 如 果 j 在 区 间 c < x < b 上 连续 且 对 所 有 a <x <58 有 
了 ‘(x) = 0, 则 ff 在 此 区 间 为 常数 . 
在 习题 (10) ~ (14) 中 求 有 x) 的 局 部 极 大 和 极 小 值 并 分 类 . 用 你 的 CAS 作 此 函数 的 图 像 ， 
2x — 7, 如 果 x < 4， 
x -6x +9， 如 果 x 三 4. 
人 -3x+2， 如 果 x < 2， 
9x — 14， 如 果 * > 2. 
(12)f(x) = esin(x), (x > 0). 
(13)f(x) = eeos(x). 提示 :容易 找到 一 个 判别 点 ,对 其 余 的 ,你 可 考虑 tan(x) 或 求助 于 你 
的 CAS. 


(10) f(x) = | 


(11)f(x) 


(14)f(x) = el 
x 


(15) 你 能 找到 一 个 函数 使 它 在 原点 取得 绝对 极 小 而 处 处 有 f/f”< 0? 给 出 一 个 例子 或 解释 为 
什么 不 能 . 
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10.1 求 极 大 值 和 极 小 值 的 三 步 法 


设 /(x) 为 定义 在 a < x 5 上 的 可 微 函数 . 在 第 九 章 已 看 到 f(x) 在 此 区 间 
的 极 大 和 极 小 值 必定 出 现在 或 是 端点 * = a,b 之 一 或 是 在 f 的 导数 为 0 的 那些 
点 . 这 立刻 给 予 我 们 一 个 三 步 法 , 它 容易 由 一 个 CAS 施行 . 

第 1 步 ” 找 出 所 有 的 点 a < co,c,,…,c, 二 5b, 其 中 

f'(c) = 0(i = 1,2,.…,m). 

第 2 步 ”计算 {f(a), 了 (6), fc), Ke) fle,)!. 

第 3 步 ”在 数值 的 集合 He) ,A(5) ,flei), flc,),…, flc,) 中 找 出 最 
大 和 最 小 的 数 . 这 些 数 对 应 于 此 函数 的 极 大 值 和 极 小 值 . 

例 10.1 求 函数 /(x) = x -3x+1 在 区 间 0 < x <<3 上 的 极 大 值 和 极 小 
值 . 

第 1 步 f'(x) =3x -3, 故 f'(1) = 大 (-1) =0. 

第 2 步 f(0) =1,f(3) = 19,f(-1) =3, 及 f(1) =-1. 

第 3 步 /的 极 大 值 出 现在 端点 x = 3, 而 f 的 极 小 值 出 现在 x = 1. 

例 10.2 求 Kx*) = sim(x) 在 区 间 0 < x < 4m/3 上 的 极 大 和 极 小 值 . 

第 1 步 f/f'(x) = 2sin(x) :cos(x), 因 此 f (0) =f'(m/2) = (mr) =0. 

第 2 步 f(0) =0,f(mw/2) =1, Fr) =0,f(4mn/3) = 3/4. 
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第 3 步 f 的 极 大 值 出 现在 x = mv/2, 而 极 小 值 出 现在 x = 0 和 xw = 

例 10.3 求 函 数 FKx) = x，e” 在 区 间 ~2 <<x<<2 上 的 极 大 和 极 小 值 . 

第 1 步 f/f'(x) =e”-xe”=(1-x)e”, 因 而 f'(1) = 0. 

第 2 步 f(-2) =-2e,f(1) = le, f(2) = 2/e’. 

第 3 步 ”因为 1/e > 2/e ,我 们 看 出 f 的 极 大 值 出 现在 x = 1, 而 极 小 值 出 
现在 x = - 2. 


§ 10. 1 的 习题 


用 $ 10. 1 的 三 步 算 法 求 下 列 函 数 护 x) 在 所 给 区 间 中 的 极 大 值 . 用 你 的 CAS 快 速 画 出 这 些 函 
数 以 证 实 你 的 计算 . 

(J)f(x) = x 2x +3,-5<xr<4. 

(2)f(x) = x -32x +148,0<x<3. 

(3)f(x) = 2x +3x: -36x+11,-2<x<2. 
(4)f(x) = -5x +13,-3<xe3. 

(S)f(x) = cos’(x),- TExeT. 

(6)f(x) = tan(%), -mT/4 x < /4. 

(7)f(x) =e +e ,0<x<6. 

(8)f(x) = x -In(l +x),~-l<sxr<l. 
(9)f(x) = cos(2x) + 2cos(x) ,0 < x < 27. 
(10)f(x) = sin(2x) + 2sin(x), - 2m < * & 27. 


(11) 设 /x) 由 方程 = esin(z) 隐 式 地 定义 . 求 7 = f(x) 在 区 则 于 < x < 下 上 的 极 大 和 
极 小 值 


10.2 数学 建 模 


数学 建 模 是 一 个 把 现实 世界 的 问题 转换 成 数学 问题 的 过 程 ,而 且 这 个 数学 
问题 可 通过 算法 解 出 . 作为 对 这 个 广泛 而 生动 理论 的 介绍 ,我 们 把 注意 力 集中 
在 那些 经 过 转换 后 可 以 由 8 10. 1 中 讲述 的 算法 解决 的 问题 . 

例 10.4 ”证 明正 方形 是 所 有 具 给 定 周 长 的 矩形 中 面积 最 大 的 . 

解 ”首先 画 一 个 矩形 的 图 . 

由 于 长 与 宽 未 知 ,我 们 把 它们 标记 为 x 和 y. 现 设 P = 周 长 ,这 是 已 知 的 党 


数 由 定义 ,2x + 27 = P, 因 而 可 以 用 x 去 表示 y,y = 全 卫生 现 定义 ( 逢 形 的 ) 面 
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积 函 数 
A(%) =x :7 =x 全 和 


它 是 单 变量 x 的 函数 . 假若 0 < < 分, 则 此 函数 有 确 
切 的 定义 :如 果 x < 0 会 有 一 个 负 的 长 度 (不 存在 的 ) 
而 如 果 x > 疙 , 则 宽 y = 全 < 0 又 是 负 的 (不 容许 的 ). 我 们 现在 可 以 用 


§ 10. 1 的 三 步 法 . 
P MPN 
第 1 步 4'(x) = -2x 因而 4 (#4)=°. 
PY PY_P 
第 2 步 4(0) = 0,4( 了 )=0,4(4)= 16 
第 3 步 ” 当 x = y = P/4 出 现 了 极 大 面积 , 即 矩 形 是 个 正方 形 . 
注 “这 个 习题 的 最 重要 部 分 是 构造 面积 函数 4(*) 和 它 的 定义 区 间 


0 地 目前 还 没有 足够 先进 的 人 工 智能 系统 能 够 使 一 台 计 算 机 单独 解决 


这 类 问题 . 你 能 够 在 你 的 CAS 上 偏 制 三 步 法 的 程序 (然后 用 计算 机 帮助 你 解决 
一 大 类 的 问题 ) ,但 提取 出 这 个 函数 ( 它 是 将 原始 问题 转换 为 一 个 数学 问题 ) 必 
须 由 你 自己 来 做 
例 10.5 一 家 服装 公司 在 生产 棉 T 恤 , 它 的 前 面 被 毁 活 上 了 小 小 的 情人 节 
图 画 . 每 件 恤衫 上 必须 有 相同 数量 的 情人 节 画 ,而 且 T 恤 是 按 下 述 方式 生产 的 ; 
(1) 所 有 素 色 T 恤 被 生产 出 后 它们 便 立 刻 被 送 到 了 绘画 部 门 , (2) 绘画 部 门 把 
情人 节 图 画 ( 以 一 种 有 吸引 力 的 方式 ) 费 溪 到 每 件 性 衫 上 . 假定 绘画 部 门 只 有 
10 000 件 情人 节 画 ,而 他 们 要 用 完 它们 . 进一步 假定 要 花 25 分 钟 生 产 一 件 T 恤 ， 
并 且 花 一 分 钟 愤 一 个 情人 节 面 . 
一 个 特殊 顾客 紧急 预定 了 100 件 成 品 T 恤 . 公司 应 该 总 共生 产 多 少 件 了 他 
才能 使 生产 100 件 成 品 所 花 的 时 间 最 少 . 
为 了 开始 解决 这 个 问题 , 设 
x = 总 共生 产 的 T 恤 件数 ， 
y = 每 件 T 恤 上 情人 节 画 的 个 数 , 
现在 绘画 部 门 的 使 用 10 000 个 情人 节 画 的 愿望 转换 成 了 方程 xy = 10 000 ,而 确 
定 生产 顾客 预定 的 100 件 T 恤 用 去 时 间 的 函数 是 
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6 
f(x) = 25% + 100y = 25x + 了 区， 


其 中 100 < x < 104. 这 时 我 们 运用 $ 10. 1 的 三 步 算法 . 

第 1 步 /'(4) = 25 - 地 ,因此 六 (200) = 0 

第 2 步 几 100) = 25 x 100 + 105, f(200) = 5 000 +5 000 = 10 000 而 
f(10:) = 25 x 104 + 100. 

第 3 步 ”最 小 值 出 现在 x = 200. 
注意 当 * = 200,y = 50, 我 们 的 结论 是 此 公司 应 该 生产 200 件 T 恤 ,每 件 有 50 个 
情人 节 图 画 . 

当做 出 合理 观察 时 ,一 个 模式 从 上 例 中 浮现 出 来 了 . 一 般 情 形 下 , 当 一 个 问 
题 给 出 时 我 们 被 要 求 对 某 些 量 进行 极 大 化 或 极 小 化 ,而 这 些 量 是 作为 两 个 变量 
的 函数 给 出 的 . 除 对 这 个 函数 的 描述 之 外 ,我 们 还 知道 另外 某 些 信息 ,把 它们 转 
换 过 来 便 能 让 我 们 导出 另外 的 等 式 , 它 涉及 到 两 个 变量 . 用 这 个 等 式 我 们 可 解 
出 用 另 一 变量 表示 的 变量 . 于 是 在 问题 一 开始 ,我 们 导出 的 函数 可 以 表示 为 音 
变量 函数 ,从 而 化 为 可 应 用 $ 10. 1 的 算法 的 问题 . 


§ 10. 2 的 习题 


(1) 求 两 个 正 整数 ,其 和 为 1 000 而 其 积 为 极 小 ( 极 大 ). 

(2) 求 两 个 正 数 ,其 乘积 为 1 000 而 其 和 极 小 . 

(3) 一 个 建筑 师 要 设计 一 个 长 方形 的 雪松 木 壁 柜 ( 仑 由 雪松 构成 ) , 它 依 靠 高 7 英尺 的 墙壁 而 
构建 . 假定 建筑 师 正 好 有 700 平方 英尺 现成 的 松 材 来 建 此 壁 柜 ( 壁 柜 高 为 7 英尺 ) ,应 以 
什么 样 的 尺寸 才能 使 壁 柜 的 底板 面积 极 大 ? 

(4) 求 直线 y = 4x + 1 上 一 点 ,使 它 最 靠近 点 (0,18). 

(5) 给 出 一 条 直线 i:y = mx + 6 和 一 个 点 已 = (u,v) , 求 从 点 到 直线 1 的 最 短 距离 ,即使 
V (wu -%)”+ (v -mx -6b)” 极 小 .证 明 这 与 纯 几何 的 解 是 一 致 的 ;后 者 是 通过 求 经 过 P 
点 而 垂直 于 1 的 直线 1, 并 量度 从 P 点 到 与 1 交点 的 距离 得 到 . 

(6) 求 曲 线 y = 1 -x 上 的 一 个 最 靠近 点 (3,1) 的 点 . 

(7) 如 右 图 ,在 第 一 象限 中 固定 一 点 (a,5). 求 一 条 通 
过 (a.5b) 的 直线 ,使 它 与 正 向 x* 和 y 轴 构成 的 三 角 
形 面 积 最 小 . 

(8) 一 个 等 边 三 角形 内 部 的 长 方形 , 它 的 一 边 含 于 三 
角形 的 底 边 . 这 类 长 方形 的 最 大 可 能 面积 是 


{a,b) 


"106. 第 十 章 ”经 典 的 最 优化 理论 


什么 ? 
(9) 4 国 一 直 对 B 国 进行 飞行 侦察 . 在 h 千 英尺 高 度 一 架 飞 机 能 扫描 的 面积 为 
A(h) = 及. e 殉 
平方 英尺 . B 国安 装 了 卫星 及 地 对 空 导弹 防御 系统 . 在 一 些 困难 的 经 历 之 后 ,4 国 了 解 到 
下 面 的 东西 :飞行 超过 30 000 英尺 高 时 易于 使 飞机 受到 卫星 的 监视 ;而 飞行 低 于 7 000 
英尺 则 过 于 靠近 地 空 导弹 防御 系统 . 在 什么 高 度 h,4 国 得 到 最 佳 数据 ? 
(10) 一 个 建屋 顶 的 承包 商 在 为 一 个 固定 宽 为 40 英尺 的 建筑 物 建 屋顶 时 想 使 成 本 最 小 . 从 正 
面 看 ,此 建筑 物 顶 部 是 一 个 两 端 为 等 腰 三 角形 状 的 长 方形 ,三 角形 有 固定 面积 1000 平 
方 英尺 . 这 个 倒 V - 形 屋顶 按 什么 尺寸 才能 使 其 总 表面 面积 最 小 . 
(11) 如 右 图 ,在 离 岸 3 英里 的 岛 P 上 有 一 个 游泳 者 ;她 能 
5 -一 一 一 一 一 > 人 


以 1.5 英 里 /时 速度 游泳 ,以 4 英里 /时 行走 . 她 计划 。 8 

游 到 岸上 某 处 R, 然 后 步行 到 离 0 正好 5 英里 的 一 家 a 
咖啡 馆 C. 她 应 游 到 处 于 何 处 的 才能 使 她 的 总 费时 3 

最 少 ? : 


(12) 一 个 高 大 的 仓库 由 8 英尺 高 的 电 围栏 围 起 . 围栏 离 仓 
库 为 20 英尺 . 为 了 监视 里 面 的 动态 ,联动 调查 局 要 在 围栏 以 外 的 地 面 上 安装 一 台 直 接 
用 电线 联接 到 此 建筑 物 的 发 生 器 . 电线 必须 在 高 出 5 英寸 处 越过 围栏 
(a) 他 们 可 以 用 的 电线 的 最 短 长 度 是 多 少 ? 
(b) 如 果 此 仓库 只 有 20 英尺 高 ,他 们 可 以 使 用 的 电线 的 最 短 长 度 是 多 少 ?提示 :用 你 的 
CAS 解 出 现在 问题 中 的 四 次 方程 . 

(13) 一 座 山 的 二 维 模 拟 图 由 函数 作 x) = 50 - x -3x” + 2x 的 图 给 出 . 


如 果 一 位 旅行 者 攀登 此 山 , 找 出 使 旅行 者 最 感 困难 的 图 上 的 点 . 提示 : 当 切 线 的 斜率 最 
可 能 大 时 ,旅行 者 最 感 困难 . 
(14) 一 个 正 项 式 p(x) 是 具有 形式 
p(x) = ao tax + ox + + x" 
的 函数 , 其 中 a，> 0(i = 0,1,2,…,n) ,ri(i = 0,1,…,n) 是 任意 实数 . 几何 规划 
(geometric programming) 的 一 个 基本 问题 是 求 值 x > 0 使 p(x) 极 小 . 对 n = 2 的 正 项 
式 解 此 问题 . 
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(15) 一 件 缩 玛瑙 的 饰物 挂件 具有 和 冠 以 半圆 于 长 方形 上 的 形状 (假定 半圆 的 直 经 等 于 长 方形 
的 宽 ). 饰物 的 周边 被 嵌 上 本 一 小 囊 珍 珠 . 要 有 足够 多 的 珍珠 才能 盖 满 4 英寸 的 周 长 . 要 
使 饰物 的 表面 最 大 应 有 什么 尺寸 (还 要 能 在 背面 雕刻 )? 

(16) 一 件 10 厘米 长 的 铂金 链 被 切 成 了 二 段 . 一 段 围 成 了 正方 形 而 第 二 段 围 成 一 个 圆 . 要 使 
这 两 个 形状 的 面积 和 取 极 大 ,这 正方 形 和 圆 的 尺寸 应 该 多 少 ? 

(17) 设 4,8 为 在 x 轴 同 一 边 的 任 两 个 点 . 设 P 点 在 x 轴 上 ,使 得 距离 4P 与 BP 的 和 最 小 . 证 
明 这 时 下 图 中 的 角 a 等 于 角 


人 人 
P 
(18) 设 o ,a,，… ,a, 为 任意 实数 . 求实 数 x, 它 使 得 和 (x - @) + … + (x - as) 7 最 小 . 
10.3 曲面 面积 和 体积 问题 
我 们 过 到 的 许多 数学 建 模 问 题 涉及 到 曲面 面积 和 体积 的 计算 ,所 以 在 这 个 


几何 的 部 分 里 复习 一 下 重要 的 概念 和 结果 . 我 们 能 计算 的 最 基本 的 体积 是 一 个 
三 维 的 盒子 . 


其 长 为 L, 高 及 ,和 深 D, 而 其 体积 为 L' HD. 这 个 公式 由 用 上 .五 .DD 个 单位 立 
方 体 装 满 此 盒 来 证 明 . 


“108. 第 十 章 经典 的 最 优化 理论 


在 解决 各 种 最 优化 问题 的 过 程 中 我 们 将 需要 种 种 曲面 面积 和 体积 公式 的 知识 . 
一 旦 我 们 钻研 过 积分 理论 之 后 就 会 得 到 对 下 列 结 果 的 验证 . 
1. 图 的 周 长 及 面积 : 半 经 R 的 圆 的 面积 为 rR ,其 周 长 为 27R. 


DO 


2. 圆柱 的 体积 :一 个 长 工 ,半径 民 的 圆柱 的 体积 是 mrR . 世 


| | 
| 
| 
/ 
L 
3. 一 个 开口 圆柱 的 表面 积 : ee 于 人 的 大同 网 砚 和 2 站， L. 
这 可 由 展开 圆柱 看 出 . 


Cr 


4. 闭 贺 柱 的 表面 面积 ;一 个 闭 圆柱 的 表面 面积 是 2nR . 工 + 2mR. 我 们 必须 
加 上 上 底 和 下 底 圆 的 面积 . 


5. 加 锥 的 体积 :高 为 , 底 为 半径 的 圆锥 的 体积 是 地 mR?h 


R 


10.3 ”曲面 面积 和 体积 问题 “109、 


6. 球 的 表面 积 和 体积 :半径 的 球 的 体积 为 4mR ,而 其 表面 面积 为 4m 及 


例 10. 6( 折 盒子 ) ”一 个 纸板 制造 公司 生产 宽 8 英尺 长 12 英尺 的 矩形 纸 
板 . 从 每 个 角 上 挖 去 有 相同 面积 x? 的 正方 形 , 然 后 把 剩 下 的 纸板 折 释 (并 粘 合 ) 
成 一 个 没有 项 盖 的 盒子 . 


一 一 
oo 8-2x 


12-2x 


切 掉 的 正方 形 要 多 大 才能 使 盒子 的 体积 最 大 ? 
盒子 的 体积 由 公式 
V(x) = x(12 -2x)(8 -2x) = 4(24x - 10xz2 + x’) 
给 出 . 为 了 在 区 间 0 < x < 4( 这 些 端 点 是 由 于 我 们 不 要 盒子 的 边 长 有 负 长 度 而 
自然 产生 的 ) 使 V(x) 最 大 ,我 们 运用 三 步 算法 . 
第 1 步 V(x) = 4(24 -20x +3x2) = 0 表示 


We 0 + v400-4x3 x24 20+ v112 
6 6 4 
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因而 * = 和 一 全 ,这 是 因为 x = < + 于 > 4 超出 了 考虑 的 范围 
第 2 步 V(0) = V4) = 0. 有 V2 W112] = 67.6 


第 3 步 “结论 是 ,在 * = 2 = 2 时 体积 最 大 


例 10.7( 电 简 生产 ) “一家 公司 生产 国 柱 形 电 简 
在 图 中 标 有 有 的 一 端 是 由 玻璃 做 成 的 . 表面 的 其 余 
- 部 分 (包括 标 上 4 的 另外 的 对 面 一 端 ) 由 黄色 塑料 抽 1 人 
作 . 假定 对 每 支 电 简 可 用 的 黄色 塑料 为 12r 平方 英寸 
要 使 电 简体 积 最 大 以 便 在 里 面 能 使 用 一 排 不 同 的 电池 , 电 简 的 尺寸 应 该 多 少 ? 
设 /表示 图 形 端 面 的 半径 ,为 电 简 的 长. 由 假定 , 电 科 圆柱 部 分 的 面积 与 底 
面积 之 和 必 为 12m, 即 
12T = mr +2Tr， (10. 1) 
因而 0 < r < Vi 这 时 我 们 想 使 其 极 大 的 那个 体积 为 wz ,及 为 了 解决 这 个 问 
题 ,我 们 必须 把 这 个 体积 变换 成 单个 变量 的 方程 . 这 可 由 首先 从 (10. 1) 中 解 出 
h 来 完成 ,这 样 有 


然后 把 这 个 表达 式 代入 体积 公式 中 得 到 
V(r) = 6Tr - 三 
第 1 步 V(r) = 6r - Er = 0 表示 7 = 2 
第 2 步 V(0) =0,V( V12) = 0 及 V(2) = 8nn. 
第 3 步 ” 当 r = 2 及 h = 2 的 体积 最 大 . 


$ 10. 3 的 习题 


(1) 一 个 纸板 盒 被 设计 成 有 一 个 正方 形 底面 且 无 盖 的 . 如 果 32 平方 英寸 的 纸板 可 用 于 做 此 
盒 ,应 如 何 设计 使 其 体积 最 大 ? 

(2) 一 个 圆柱 形 铅 头 可 设计 有 一 个 指定 的 体积 V. 求 使 铅 头 使 所 需 金属 量 最 少 的 铅 头 尺寸 

(3) 一 个 珠宝 商 想 把 一 块 半径 r 的 球形 玉石 珠 雕 琢 成 一 块 圆柱 形 . 此 圆柱 的 最 大 可 能 的 表面 
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面积 能 有 多 少 ? 

(4) 一 位 业余 电影 人 要 把 一 部 电影 展示 给 一 大 群 朋 
友 . 她 想 用 大 的 圆锥 形容 器 装 了 玉米 花 来 招待 大 
家 ;并 且 ( 为 了 经 济 起 见 ) 计划 由 一 个 圆 形 纸 片 
来 制作 此 圆锥 : 纸 片 的 半径 为 ,从 其 中 挖 去 一 
个 扇形 ,然后 用 胶带 联结 边缘 
此 圆锥 的 最 大 可 能 的 体积 是 多 少 ? 

(5) 一 个 园艺 供应 公司 打算 生产 一 种 塑料 的 苗床 , 它 
具有 一 个 敞 口 的 矩形 形状 ,并 被 分 成 了 9 个 相等 
的 有 正方 形 底部 的 分 格 . 
由 于 公司 已 经 生产 了 50 立方 英寸 一 小 级 的 表 
土 , 他 们 想 要 苗床 具有 50 立方 英寸 的 体积 . 使 做 
苗床 必须 使 用 的 塑料 总 量 最 少 , 其 尺寸 应 为 多 
少 ? 

(6) 一 个 核 废料 处 理 公司 需要 建 一 个 竖井 存放 核 废 
料 . 此 竖井 应 是 封闭 的 圆 简 形 结构 ,其 内 容积 为 
120 立方 英尺 并 有 4 英尺 的 厚度 . 竖井 要 被 做 上 
涂 层 ,其 内 涂 层 每 平方 英尺 值 $ 20 而 外 涂 层 每 平 
方 英尺 值 $35. 使 竖 并 花费 的 涂 层 费 最 少 的 尺寸 
应 该 为 多 少 ? 

(7) 一 座 房屋 建 在 高 水 位 的 地 点 , 房 主 想 安装 一 台 室 
外 排水 系统 以 防止 地 基 漫 灌 . 把 一 张 长 的 钻 水 
板 做 成 一 个 水 档 , 此 板 18 英寸 宽 ; 它 被 分 成 三 个 
相等 的 长 方形 部 分 (每 个 6 英寸 宽 ) ,然后 像 右 图 
所 示 的 那样 把 外 面 的 部 分 向 上 揭 形 成 此 模 . 每 
条 边 应 该 向 上 翻 多 大 的 角 9 能 使 水 槽 的 容积 
最 大 ? 

(8) 一 个 公司 在 设计 一 种 废物 回收 桶 . 桶 的 形状 是 一 个 圆柱 , 其 顶部 为 一 半球 
形 . 要 求 回收 桶 的 体积 为 64 立方 英尺 . 如 果 做 半球 顶 的 材料 的 花费 是 底部 加 
柱 材料 花费 的 三 倍 ,那么 使 回收 桶 的 生产 成 本 最 小 的 尺寸 应 是 多 少 ? 
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10.4 ”经济 学 中 一 个 简单 的 数学 模型 


作为 数学 建 模 和 最 优化 的 最 后 一 个 例子 ,我们 将 考虑 一 个 在 市 场 研究 中 产 
生 的 为 大 家 熟悉 的 生动 问题 . 假若 一 个 公司 将 生产 * 件 某 种 产品 (例如 计算 机 ) 
并 计划 推 向 市 场 销售 . 立刻 产生 的 问题 是 ,每 件 产品 应 以 什么 价格 出 售 才 能 在 
给 定 的 时 间 段 中 卖 出 所 有 的 产品 . 

定义 ”需求 函数 p(x) 是 公司 为 在 一 给 定时 间 段 内 卖 完 所 有 产品 所 要 求 的 
最 高 单价 . 

求 需求 函数 完全 不 是 易 事 . 一 种 可 能 的 办 法 是 把 此 问题 简化 , 假定 函数 
P(x) 是 线性 的 , 即 具 形 式 p(x) = ax +b, 其 中 常数 a 和 4 可 通过 价格 测试 算出 . 

例 10.8( 价 格 测试 ) 一 家 计算 机 公司 推出 一 款 新 的 PC 机. 为 了 对 每 台 PC 
确定 合适 的 价格 ,公司 做 了 一 些 价格 测试 . 在 每 台 PC 为 $1 500 的 价位 ,发 现在 
一 周 内 有 10 000 台 被 卖 出 . 在 下 一 周 ,价格 降低 到 每 台 $1 200, 这 期 间 有 15 000 
台 被 卖 出 ,假定 需求 函数 是 线性 的 , 试 求 p(x). 

当 我 们 把 数据 p(10 000) = $1 500 和 p(15 000) = $1 200 代 人 方程 
pP(x) = ax + 时 ,我 们 能 容易 地 解 出 a 和。: 

1 500 = 10 000a + 8,1 200 = 15 000a + 6, 
这 表明 
-3 
a = 有 0 多 = 2 100. 

因此 需求 函数 是 


3 
p(x) = 30” + 2 100, 


而 且 我 们 , 壁 如 说 ,能 够 得 到 公司 为 了 卖 出 20 000 台 PC 应 该 收取 的 合适 价格 ， 
即 p(20 000) = $$900. 

按 单价 p(x) 卖 出 x 件 产品 所 得 到 的 总 收入 由 x * p(x) 给 出 . 通常 的 愿望 是 
使 总 收入 极 大 化 (赋税 在 我 们 的 分 析 中 不 是 一 个 因素 ). 

例 10.9 参照 例 10.8; 为 了 使 总 收入 极 大 化 ,公司 应 对 每 台 PC 要 价 多 少 ? 

要 进行 极 大 化 的 函数 是 

r(XY) =%。Pp(X) =% ( 潮 +2 100), 

它 服从 于 界限 0 < x < 35 000( 因为 我 们 一 定 不 想 要 总 收入 为 负 值 ). 
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第 1 步 r(x) =- 绎 +2 100 = 0, 因 而 x = 700 x 25. 


第 2 步 r(0) = r(35 000) = 0,r(700 x25) = 700 x25 x 1 050. 

第 3 步 ” 当 x = 17 500 时 总 收入 极 大 , 而 且 此 时 每 台 PC 的 价格 为 
p(17 500) = $1 050. 

尽管 总 收入 的 最 大 化 确实 是 理想 的 , 但 利润 却 常 常 是 最 重要 的 议题 . 设 
c(x) 代表 生产 全 部 * 件 产品 的 总 成 本 . 由 以 单价 p(x) 卖 出 所 有 x 件 产 品 得 到 的 
利润 P(x) 
由 

P(x) =x*p(x) -cc(x%) 


例 10.10 设 在 例 10.8 中 生产 一 台 PC 机 的 成 本 为 $300. 每 台 PC 的 价格 应 
该 多 少 才 能 使 利润 极 大 ? 
这 时 的 成 本 了 晴 数 为 300x, 因 而 利润 函数 为 


P(x)=x: (3 + 2100)- 300x 


50 
3x 2 
= 1800x — 30° 
取 导 数 得 P'(x) = -去 + 1800, 它 在 x = 15 000 时 为 0. 最 大 利润 由 计算 P 在 这 
点 的 值得 到 : 
P(15000) = 15000(1800 -= $13 500 000. 


$10. 4 的 习题 


(1) 一 个 计算 机 必 片 制造 商 生 产 10 兆 字 节 的 存储 卡 . 当 此 卡 以 $350 一 片 出 售 时 只 有 6000 芒 
片 售 出 . 当 价格 降低 到 $300 时 ,在 下 一 月 中 公 词 设法 售 出 了 8000 芯片 . 
(a) 假定 需求 函数 p(x) 是 线性 的 , 求 p(x). 
Ws 如 果 牛 产 一 片 存储 卡 的 成 本 为 $50, 公 司 应 y 要 价 多 少 才能 使 利润 最 大 ? 
一 个 汽车 公司 引进 了 一 款 新 车 型 . 当 他 们 以 标价 $25 000 首次 推出 此 车 时 ,他 们 发 现 
ee 了 1 000 辆 . 当 价格 提升 到 $28 000 时 只 有 800 辆 被 售 出 . 
(a) 假定 需求 晒 数 p(x) 为 线性 的 , 求 p(x). 
(b) 如 朵 生产 一 辆 新 车 的 成 本 实际 为 $ 12 000, 公司 应 要 价 多 少 才能 使 利润 最 大 ? 
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(3) 一 和 间 大 学 的 冰 激 淋 店 估计 他 们 每 日 的 需求 函数 为 


9 
p(x) =5- 10， 


其 中 x 用 加 仑 度量 而 p(x) 以 美元 计算 . 商店 固定 的 成 本 (租金 ,日 常 开销 ,薪金 等 等 ) 为 
每 天 $110, 并 有 昌 以 每 加 仑 $1.00 的 价格 买 进 冰 激 淋 ,故而 每 日 的 成 本 函数 为 110 + x. 
(a) 为 使 利润 极 大 ,商店 应 对 每 加 仑 冰 激 淋 开价 多 少 ? 在 这 个 价格 下 每 日 卖 出 多 少 加仑 ? 
日 利润 多 少 ? 
(b) 如 果 房 主 提高 租金 每 日 $5 ,那么 (a) 的 答案 如 何 变化 ? 

(4) 一 家 美味 松 饼 店 已 经 建立 了 每 日 的 需求 函数 


商店 有 固定 的 每 日 成 本 $ 50( 包括 租金 ,日 常 开 稍 ,薪金 ,等 等 ). 假定 生产 一 个 松 饼 商店 
要 花费 25 美 分 . 要 使 利润 最 大 化 商店 应 开价 多 少 ?每 日 的 利润 多 少 ? 
(5) 一 家 初创 公司 接受 了 一 笔 政 府 贷 款 $ 100 000 用 来 开发 和 上 市 一 种 新 的 软件 产品 . 市 场 


调查 指出 ,此 软件 按 月 的 需求 函数 应 为 p(x) = 80 - 35 ,其 中 1000 < x < 3000. 公司 固定 


的 每 月 成 本 为 $10 000( 租金 薪金 等 ) ,而 生产 每 件 产品 的 成 本 为 $5. 
(a) 为 使 软件 取得 最 大 利润 公司 应 开价 多 少 ? 
(b) 如 果 使 用 (a) 中 导出 的 价格 ,要 多 少时 间 公 司 才能 归还 政府 贷 给 的 原 款 数 ? 


(6) 一 家 公司 生产 手机 . 市 场 调查 表明 手机 的 需求 函数 为 p(x) = 2 + 200. 另外 ,生产 4 部 
手机 的 成 本 为 2000 Vx. 


(a) 解释 为 什么 生产 一 部 手机 的 平均 成 本 在 生产 的 手机 数 增 大 时 减少 . 
(b) 证 明 当 生产 的 手机 数 x 满足 方程 


的 利润 达到 最 大 . 
(c) 用 你 的 CAS 求 上 面 (b) 中 方程 的 ( 解 x 的 ) 最 靠近 的 整数 解 . 


第 十 章 的 附加 习题 


利用 $ 10. 1 的 三 步 算法 求 (x) 在 所 列 区 间 上 的 极 大 值 和 极 小 值 . (在 存在 的 情况 下 ). 用 你 
的 CAS 作 函 数 图 以 验证 你 的 计算 . 


1 = 一 FO0<x< e 
(1)f(x) -二 在 < yx < 10 中 


(2)Kx) = at 在 0 < xs 2 中 
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(3)/(x) = 2sec(x) -tan(x) 在 0<x< 玫 中 

4x -2 如 果 x <1 ， 1 | 
4 = : 在 一 万 x 志 4 中 . 
Ca 1 -5x+6， 如 果 x 宇 1 2 


-x-2， 如 果 z 和 -2 
en 如 果 -2<x<2 在 -4<x<4 中 . 
x -2, 如 果 x 三 2 
(6) 考虑 习题 (4) 和 (5 ) ,你 会 对 三 步 算 法 作出 什么 修改 ? 


(7) 在 闭 区 间 二 < * < 寺中 求 出 一 个 数 ,使 得 此 数 和 它 的 倒数 的 和 满足 ; 


(a) 尽 可 能 的 小 ; 。“(b) 尽 可 能 的 大 . 
(8) 一 个 二 角形 内 接 于 一 个 半圆 形 , 使 其 一 边 与 直 经 上 . 求 具 最 大 面积 的 三 角形 的 尺寸 . 


(9) 证 明 可 内 接 于 一 个 直立 圆锥 中 的 直立 圆柱 的 最 大 体积 是 圆锥 体积 的 -9 


(10) 一 个 教堂 想 要 安装 一 扇 诺 曼 式 的 窗户 ( 顶 上 为 半圆 的 长 方形 ). 窗户 的 周 长 为 p. 如 果 窗 
户 的 面积 最 大 , 求 半 圆 的 半 经 多 少 ? 

(11) 一 个 正方 形 的 薄 纸板 , 边 长 为 5, 被 用 来 制作 一 只 开口 的 盒子 ;方法 是 挖 去 四 个 角 的 相 
同 大 小 的 止 方形 ,然后 将 边 折 起 来 . 要 使 盒子 有 最 大 可 能 的 体积 ,这 些 正方 形 的 尺寸 应 
如 何 ? 

(12) 一 个 农民 估计 他 现在 就 控 出 土豆 可 得 120 蒲式耳 ,每 浦 式 耳 他 可 卖 出 $1.75 如 果 他 预 
计 他 的 收成 每 周 增长 8 薄 式 耳 , 但 每 周 每 蒲式耳 的 价格 却 要 落下 5 分 ;那么 在 多 少 周 内 
他 卖 完 他 的 土豆 可 实现 最 大 收获 ? 

(13) 如 果 clx) 为 成 本 函数 , 则 边际 成 本 函数 为 C'(x). 为 什么 C'(x) 被 称 为 边际 成 本 ?许多 
成 本 晴 数 的 图 像 会 有 助 于 回答 此 问题 . 

(14) 设 某 一 公司 具 成 本 函数 C(x) = 6000 + 42x - 0. 004x. 求生 产 300 件 时 的 边际 成 本 . 


(15) 单位 平均 成 本 由 和 2 给 出 . 用 你 的 CAS 作 习题 (14) 中 的 成 本 函数 与 平均 成 本 函数 的 


图 像 . 何 处 成 本 最 小 ? 

(16) 一 条 口径 可 以 忽略 不 计 的 管子 被 水 平地 运输 到 一 个 直角 的 拐角 ,拐角 路 的 这 一 边 为 8 
英尺 宽 而 另 一 边 为 4 英尺 宽 . 此 管 能 通过 的 最 大 长 度 是 多 少 ? 

(17) 求 椭 加 x* -2xy +4y = 12 上 的 点 ,使 这 些 点 的 横 坐 标 x* 取 得 最 大 与 最 小 值 . 用 你 的 CAS 
作 此 椭圆 的 图 来 验证 你 的 计算 . 

(18) 一 个 长 方形 梁 的 强度 与 其 宽度 和 高 度 平方 的 乘积 成 正比 . 求 从 一 个 直径 18 英 时 的 圆 森 
段 上 能 砍 出 的 最 强 长 方形 梁 的 尺寸 . 

(19) 求 内 接 于 曲线 


的 最 大 和 邱 形 的 尺寸. 


第 十 一 章 。 函数 作 图 


11.1 用 一 阶 和 二 阶 导 数 判别 法 作 图 


设 y = f(x) 为 在 区 间 a < x < 5b 上 的 可 微 函 数 . 我 们 现在 描述 一 个 作 
y = f(x) 图 像 的 极 迅速 的 方法 ,对 于 一 大 类 函数 它 能 轻易 地 用 手 画 去 进行 . 可 
将 其 表述 为 一 个 四 步 的 算法 . 

第 1 步 。” 画 出 两 个 端点 (a, f(a)),(b, f(b)). 

第 2 步 。 找 出 所 有 实数 a < x， <x, < … < % < 4 使 得 条 件 f '(x;) = 0 
(i = 1,2,…,n) 成 立 . 称 这 些 数 为 判别 值 . 曲线 上 相对 应 的 点 (x;, f(x;)) 叫做 
判别 点 . 画 出 判别 点 : 


(x2, f (2)) (G2, 7 (x2)) 


(Db, fb) 
+ 


(a, fla)) (a, f(a)) 
' 


(0 fe) ， : (ef 0 


11.1 用 一 阶 和 二 阶 导 数 判 别 法 作 图 。 .117， 


(x1, f(x1)), (xz f(x)) ,nn (x,, fx,) ). 

第 3 步 ”用 一 阶 导数 或 二 阶 导数 判别 法 对 每 个 判别 值 x, ,x,,…,x, 分 类 . 在 每 
个 (2 A(z)) (i = 1,2,…,n) 画 出 一 个 局 部 极 大 , 极 小 或 拐点 的 图 ( 见 上 左 图 ). 

第 4 步 ”最 后 ,联结 这 些 分 散 的 图 便 完成 了 作 图 ( 见 上 右 图 ). 

例 11.1 设 /(x) =3x - 8x +20, 区 间 为 -1<x<3. 

第 1 步 f(-1) = 31, f(3) = 47. 首先 画 出 这 两 个 端点 ( - 1,31) 和 
(3,47). 

第 2 步 f(x) = 12x -24x” = 12x*(x -2). 在 令 f'(x) = 0 时 得 到 
了 A(0) = 三 (2) = 0. 判别 值 位 于 x = 0 和 和 x = 2. 画 出 判别 点 (0,20) 和 (2,4). 

第 3 步 ” 当 x < 0 时 f '(x) = 12x*(x -2) <0, 而 当 0 生 * 和 2 也 是 如 此 ， 
因此 点 (0,20) 是 个 Kx) 在 此 区 间 增 大 时 的 拐点 . 另 一 方面 , A"(2) = 48 > 0 告 
诉 我 们 ,(2,4) 是 个 局 部 极 小 . 


@ (3,47) © (3, 47) 


第 4 步 ”联结 分 散 的 图 以 完成 作 图 . 


e (3,47) 


(~1, 31) 
全 


(0, 20) 


$11.1 的 习题 


用 §11.1 的 四 步 算法 画 出 下 列 函 数 在 所 指出 的 区 间 上 的 每 个 图 像 . 用 你 的 CAS 快速 计算 在 
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各 个 判别 点 的 一 阶 和 二 阶 导数 , 在 描绘 图 像 后 ,与 你 用 CAS 画 的 图 进行 比较 . 


(1)y = x -4x-21,(-10<x<10). (2)y =11-x,(-2<x<2). 
1 
(3)y = ln(x) -2 (二 <z<2) (4)7 = cos( 妈 ) ,( <*< 10) 
(5)y = xe",(-2<x<2). (6)y = 所,(-2<xs2). 
(7)y = x -3x+2x,(-1<x 大 2). (8)y = sin(x) + cos(x),(0 < x <27). 


(9)y = 3x* + 16x’ -6x -48x - 200,(-3<x<3). 
1 1 

(10)y =x*+,(-2<*x<-7) 

(11)y = 3x’ ~ 52x° + 216x* - 500,(-4<x<4). 


(9)y=w, (<x<1) 


11.2 有 人 尖 点 的 作 图 
如 果 我 们 作 一 个 譬如 像 y = x 这 种 函数 的 图 像 时 ,在 x = 0 出 现 了 一 个 尖 
起 


定义 如 果 一 个 函数 在 一 点 x = c 的 一 个 邻 域 中 除去 点 x =c 自身 外 为 可 
微 ,而 
linf '(*) =+ %, 
并 且 f'(x) 在 x 通过 c 时 改变 符号 , 则 我 们 称 点 x = c 是 个 尖 点 . 
注 ”由 于 当 我 们 趋向 x = < 时 导数 变 为 无 穷 ,故而 我 们 推断 出 切线 在 我 们 
趋向 尖 点 时 它 变 为 竖 直 的 . 
例如 ,在 /(*) = x 的 情形 我 们 有 /'(x) = 了 x 下, 因此 / "(0) = %. 因为 


x < 0 时 f(x) <0 而 x >0 时 f'(x) > 0, 我 们 推出 f 在 x < 0 为 减少 而 在 x > 0 


11.2 有 尖 点 的 作 图 “119， 


为 增 大 . 


{1,1) 


如 果 在 区 间 广 < * < 立 我 们 作 函 数 y = |x - 1|+1 的 图 像 ,我 们 发 现在 4 


= 1 有 一 个 拐角 . 在 点 x = 1 此 曲线 没有 导数 ;事实 上 有 两 条 可 能 的 切线 ,它们 引 
出 了 拐角 . 

为 了 画 出 所 有 的 尖 点 和 拐角 , § 11. 1 的 四 步 法 中 加 上 一 个 附加 的 第 3' 步 是 
必要 的 . 

第 3 步 ” 找 出 所 有 点 * = ci,c,，,…,cn ,使 得 f(x) 为 无 穷 或 不 存在 . 画 出 
点 (ci, flci)),(i =1,2,…,m). 在 每 个 c;, 确 定 在 其 两 边 /(x) 是 增 大 还 是 减少 . 
画 出 尖 点 和 拐角 . 

在 上 面 例子 中 尖 点 的 出 现 使 我 们 有 了 扩大 判别 值 定义 的 动机 

定义 ”函数 拟 z) 的 判别 点 是 一 个 实数 x, 在 那里 或 1 '(x) = 0, f(x) = 
+ o ,或 者 f'(x) 不 存在 . 


$11.2 的 习题 


用 $11.2 的 四 步 法 在 指明 的 区 间 上 作 下 列 函 数 的 图 像 . 像 前 面 一 样 , 用 你 的 CAS 计 算 各 种 函 
数 在 它们 的 判别 值 的 一 阶 和 二 阶 导数 . 确信 和 包含 了 所 有 的 尖 点 和 拐角 . 比较 你 画 的 图 与 CAS 
作 的 图 . 


(1)7 = ,(-10<% < 10). (2)y = V4-x,(-2<x <2). 
2 
(3)y=x -12-xl,(-1<sxs<4). (4)y= (x-5)’ +3,(0<x<10). 
过 2 
(5)y = x (1-x),(-1<xs1)， (6)7 = 2 -*)+|2-x|,(-1<x<3). 
Cn Oe (8 二 * -二 |,( 寺 <xs 路 
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11.3 ”四 性 


考虑 一 个 在 区 间 a < x < 8 上 的 增 函 数 . 对 此 有 三 种 可 能 的 局 面 :函数 可 以 
以 常 率 增加 . 


可 以 以 四 向 上 的 方式 增加 ， 


或 者 从 四 向 下 的 方式 增加 . 


有 


a b 


注意 ,在 凹 向 上 的 情况 ,曲线 在 虚线 (其 具 常 斜率 , 且 为 正 ) 的 下 方 ， 


11.3 四 性 “121， 


而 在 凹 向 下 的 情况 它 在 虚线 的 上 方 . 


减 函数 的 情形 是 完全 类 似 的 , 像 此 前 那样 有 三 种 情况 . 


有 时 有 必要 准确 地 知道 一 个 函数 是 如 何 增加 或 减少 的 , 即 详细 说 明 站 性 . 
这 里 我 们 利用 二 阶 导数 得 到 一 个 简单 的 准 
则 . 

考虑 一 个 四 向 上 的 增 函 数 . 虚线 ( 其 斜 
率 为 正常 数 ) 是 个 形 如 ax + 5b 的 函数 ,其 二 
阶 导数 为 0. 四 向 上 曲线 的 切线 的 斜率 必 是 
增加 的 , 即 f'(x) 当 x 从 a 到 45 运动 时 f '(x) 
必定 增加 . 但 此 蕴含 了 A"(x) > 0( 这 里 将 
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一 阶 判 别 法 应 用 于 函数 F(x) = f(x) ;已 知 它 为 增加 的 ). 这 个 推理 让 我 们 给 
出 一 个 数学 上 精确 的 四 性 定义 . 

定义 。” 如 果 一 个 函数 在 区 间 a 和 xx 三 5， 上 是 二 次 可 微 函 数 , 并 且 对 所 有 
a 和 x 三 5 有 f"(x) 三 0, 于 是 我 们 说 f 在 此 区 间 上 是 冲 向 上 的 . 

定义 ”如果 一 个 函数 在 区 间 a 和 xx 和 上 上 是 二 次 可 微 函 数 , 且 对 所 有 
Cs4 近 上 有 广 (x) 和 0, 于 是 我 们 说 三 在 此 区 间 是 止 向 下 的 . 


例 11.2 考虑 在 区 域 0 < x < 广 中 的 函数 /(x) = (1 -x)*( 下 左 图 ). 由 


于 / "(x) = 6(1 -%*). 我 们 看 出 对 所 有 0 <* < 并 有 /"(x) > 0, 因 而 在 此 区 域 
/ 必 是 四 向 上 的 . 


例 11.3 再 次 考虑 函数 (x) = (1 -x) ,但 区 间 为 0 < x < 2( 上 右 图 ). 
因为 "(x) = 6(1 -x), 故 对 0 <x <1 有 f(x) > 0, 而 f"(1) = 0, 并 且 对 
1 <#x 和 2 有 广 (*) <0. 因 此 在 抛 点 x = 1 处 凹 性 有 变化 . 这 给 出 了 下 面 定 义 的 
动机 . 

定义 ”如 果 对 a 委 x <c,f'"(x) >0,f"(c) =0 及 对 c <x 志 6b,f"(x) 
< 0, 则 我 们 称 x = c 是 一 个 拐点 (或 馈 性 变化 的 点 ). 

定义 ”如 果 对 a sx <c,f"(x) <0,f"(c) =0 及 对 c <x 志 6b,f"(x) 
> 0, 则 我 们 称 x = 是 一 个 拐点 (或 是 凹 性 变化 的 点 ) 

警示 。 只 是 由 f"(c) = 0 并 不 能 保证 x 

= c 是 个 拐点 . 璧 如 考虑 f(x) = (1 -x)“. 
这 里 f"(x) = 12(1 -x) ,因此 f”(1) = 0. 
但 x = 1 不 是 一 个 拐点 :对 所 有 x 关 1,f"(x) 
都 是 正 的 ,从 而 f(x) = (1 -x)* 总 是 町 向 上 
的 . 
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$ 11. 3 的 习题 

对 下 列 在 指定 区 间 上 的 函数 的 图 像 确定 其 四 性 结构 及 所 有 的 拐点 . 用 你 的 CAS 快速 计算 导 
数 并 用 CAS 作 图 检查 你 的 答案 . 

(1)y = (x -2)’,(0 <x <4). (2)y = 4z - 3x -6x-10,(0<x<2). 
(3)y =x -Tx+2,(-% <x<%). (07 = n(x),( <*<10) 

(5)y = (2 -x)°,(0 < x <4). (6)y = sin(x),(-% <x<%). 
(T)y=e,(-% <x<%). (8)y = sin(%) + cos(%),{(0 < x < 27). 
(9)y = x,(-2 <x<2). (10)y = V4-x,(-2<x<2). 

(ll)y =- V4-x,(-2<x<2). (12)y =e”,(-2<x<2). 

(13)y = 2x + (10 <x<10). (14)y = + |3 -x|,(0<x<4). 


(15) 证 明 一 般 的 三 次 方程 y= ax + bx* + cx + d( 其 中 假设 a 关 0) 正好 有 一 个 拐点 . 
(16) 证 明 最 一 般 的 二 次 方程 y = ax* + bx +c( 假 定 a 关 0) 没有 拐点 且 正 好 有 一 个 判别 点 . 
对 这 种 情形 你 能 描述 其 四 性 吗 ? 


第 十 一 章 的 附加 习题 


(1) 证 明 一 个 n 次 多 项 式 f(x) = ao +ax+…+ax (as 天 0) 最 多 只 有 (n -2) 个 拐点 . 
提示 :观察 § 11.3 习题 中 的 习题 (15). 

(2) 对 一 般 汪 次 方程 (x) = ax + bx* + cx + d(a 关 0) 求 a,b,c,d 满足 的 条 件 ,使 得 /在 
-oo < x < 0 总 是 增加 或 总 是 减少 . 

(3) 求 f(x) = xtan(x) 在 -wm/2 <x < mw/2 的 所 有 的 判别 点 并 将 其 分 出 拐点 或 不 可 微分 的 
点 . 在 你 的 CAS 上 用 作 图 检验 . 

(4) 对 fx) = sin(x) ,0 大 x 大 2 确定 四 性 ,拐点 及 极 大 和 极 小 点 . 在 你 的 CAS 上 作 图 以 检 
验 你 的 答案 . 

(5) 用 你 的 CAS 作 Ax) = x“(x +4)” 的 图 像 并 从 图 上 确定 出 判别 点 . 取 导 数 以 验证 它们 . 

(6) 设 


-x+l 时 如 果 xs 了 
flx) = | 3 1 ， 
- (* -于 ) + 地， 其 他 情形 . 
求 在 区 间 0 < x < 2 上 的 所 有 判别 点 . 确定 它们 的 性 质 并 在 你 的 CAS 上 用 图 像 检验 , 


(7) 设 
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-x+1， 如 果 * 过 1， 
0 
(a)f 的 判别 值 是 什么 ? 


(c) 在 哪里 扩 止 癌 上 ,哪里 四 向 下 ? 
{d) 求 出 f 的 一 个 可 能 的 表达 式 并 用 你 的 CAS 检验 . 
(8) 用 你 的 CAS 作 的 z) = 引信 并 找 出 所 有 的 极 大 , 极 小 
(9) 假定 x 同时 是 /和 8 的 极 小 点 . 它 是 f+ g,f-&8,f'g,f/g( 假 定 g 关 0) 的 判别 点 吗 ?如 
果 是 ,是 什么 类 型 的 ?请 解释 每 种 情况 . 
(10) 根据 下 面 的 信息 作 函 数 的 一 个 粗略 的 草图 . 
(a) limf "(x) =+% ,在 x < wu,f"(x) >0; 
limf "(x) =0, 在 x > ,f(x) <0. 
(b) limf 《xz) =+%, 在 x < u,f"(x) >0; 
limf “(x) =-%, 在 x > u,f"(x) >0. 
(11) 作 一 条 光滑 曲线 y = f(x) ,使 得 满足 下 面 的 条 件 : 
fA1) = 0, 而 且 对 x < 1,f'(x) >0; 对 x >1,f'(x) <0. 
(12) 作 一 条 光滑 曲线 y = f(x) 使 得 满足 下 面 的 条 件 ; 
fA1) = 2, 而 且 对 x < 1,f"(x) > 0; 对 x > 1,f"(x) <0. 
(13) 确定 使 曲线 y = x ”+ bx* +x +4 在 x = 3 有 一 个 拐点 时 的 5 值 . 
(14) 确定 使 曲线 y = ax + bx +x+4 在 (2,2) 有 一 个 损 点 时 的 a 和 4. 


12.1 渐 近 线 的 一 般 情形 


称 两 条 曲线 在 区 间 a < < 5 上 是 渐 近 的 是 说 ,如 果 它 们 互相 可 以 任意 接近 
但 却 在 此 区 间 上 上 永 不 相交 . 例如 如 果 我 们 假定 下 面 的 曲线 处 处 连续 并 且 相 互 越 
来 越 靠近 (但 不 相 接触 ) ,于 是 它们 是 渐 近 的 (下 左 图 ). 令 人 特别 感 兴趣 的 情形 
是 - -条 曲线 渐 近 于 一 条 直线 ( 下 右 图 ). 


如 果 直 线 恰好 是 竖 直 的 ,我 们 称 它 为 一 条 坚 直 渐 近 线 , 而 如 果 此 线 是 水 平 的 , 它 
则 被 叫做 水 平 渐 近 线 . 
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以 平 直线 


注 “如 果 这 条 直线 (水 平 或 紧 直 的 ) 是 渐 近 线 , 则 被 称 做 某 曲线 的 一 条 渐 
近 线 . 


12.2 竖 直 渐 近 线 


在 第 十 一 章 中 我 们 的 注意 力 聚 集 在 各 种 绘图 技术 上 , 这些 技 术 对 于 有 明确 
定义 且 在 区 间 a <% < 5 上 可 微 的 函数 适用 . 然而 实际 上 函数 并 不 是 表现 得 如 此 
良好 . 壁 如 ,如 果 我 们 画 出 在 1920 年 代 的 股市 平均 值 , 便 看 到 了 臭名 昭著 的 月 


盘 . 


1920 1929 


现在 扩大 我 们 的 函数 类 ,考虑 包括 在 某 个 点 爆炸 ( 在 正 或 负 的 方向 变 为 无 
穷 ) 的 函数 有 这 种 性 质 的 基本 例子 是 函数 
Hz) = 一 5， 


和 
它 在 x 一 3 时 爆炸 :f(x) 在 区 域 0 < x < 6 的 图 像 描绘 在 下 面 . 这 可 由 画 出 点 
/(0) =-1/3, (1) =-1/2, (2.5) =-2,f(2.95) = -20, 还 有 点 (6) = 
1/3, f(5) = 1/2,f(4) = 1, f(3.5) = 2, f(3.05) = 20 等 等 看 出 . 在 点 x = 3 画 
一 条 竖 直 的 虚线 对 形象 的 观察 是 很 有 帮助 的 . 事实 上 这 条 虚线 就 是 我 们 曲线 


12.2 ” 竖 直 渐 近 线 "127. 


的 一 条 竖 直 渐 近 线 . 
其 次 ,我 们 考虑 一 个 多 少 更 为 复杂 点 的 函数 ， 
2x + 1 
人” = to-2) (+1y 


它 的 图 像 包括 了 在 x = 2, - 1 的 竖 直 渐 近 线 . 


我 们 首先 看 到 , f(x) 在 x = 2, -~ 1( 而 无 其 他 之 处 ) 爆炸 . 这 意味 着 竖 直 渐 
近 线 在 那里 . 现在 对 x > 2, f(x) > 0, 因 而 对 * > 2 且 靠 近 2 处 ,图 像 局 部 看 起 
来 必定 像 是 下 面 左 图 的 情形 . 另外 ,对 * < 2 有 目 靠近 2 处 , Kx) < 0, 从 而 得 到 此 
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图 的 男 一 片段 (下 右 图 ). 


| 


对 x = -1 邻 域 中 的 相似 分 析 产 生 了 下 左 图 ,现在 可 以 用 $11.1 的 方法 画 完 此 
图 (下 右 图 ). 


我 们 对 此 过 程 作 一 个 概括 . 

坚 直 渐 近 线 的 判别 和 描 图 方法 : 

第 1 步 ”给 定 了 在 区 间 a < x < 4。 的 函数 , 求 出 所 有 使 f(x) 爆炸 的 点 
a a ,a, <b. 

第 2 步 ”在 点 x = ai,a,,…,a, 作 竖 直 的 虚线 . 

第 3 步 ”在 每 个 a,(i = 1,…,n) 确定 对 x > a, 和 x < a,( 但 x 靠近 a)f(x) 
是 正 还 是 负 . 在 曲线 的 相应 片段 处 描 图 

用 $11.1 第 4 步 的 方法 画 完 此 图 (下 页 图 ). 

注 ”在 描 出 曲线 的 各 种 可 能 的 爆炸 ( 称 之 为 奇 点 ) 之 后 我 们 描画 f(x) 在 那 
里 是 有 确切 定义 和 可 微 的 图 形 ( 因而 用 § 11. 1 的 方法 ). 要 得 到 奇 点 x = a ,a,， 
…,&a, 可 试 着 将 f(x) 表示 为 二 个 函数 的 比 ,而 Kx) = p(x)/gq(%). 一 般 情 形 下 ， 
使 q(x) 为 0 的 点 给 出 了 x = a ,ay,…,a,. 
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$ 12. 2 的 习题 


对 下 列 每 个 函数 儿 x) ,确定 每 个 使 Ko) = + % 的 实数 a. 以 CAS 计 算 f(a) 来 检查 你 的 答案 . 
你 应 该 会 有 一 处 错误 信息 . 用 你 的 CAS 画 这 些 函 数 的 图 ,看 看 是 否 竖 直 渐 近 线 出 现在 * = a. 


(AY) = 3 (2)f(x) = 7 
(3)f(x) = ET (4)f(x) = er. 
(Sx) = 2 (6)Kz) = 乞 - 上 
(DAD = 生 二 > 2 ,(0 <x<m). (8)f(x) = | 
(9)/(x) = -1! 


-1 
a 用 虚线 画 每 条 竖 直 渐 近 线 . 使 用 
你 的 CAS 半 算 必要 的 函数 值 及 其 导数 用 CAS 画 出 函数 以 检验 你 的 工作 . 


好 i 2x +3 


(0A#) = ST,(-10 <*<10). (DAx) = = Ln 
x 一 3x 一 4 
4 
(12)/(x i 《CBA = 大 
2 
(14)/(x) = (4 < <4). (15)/(x) = tn() (1 cx <4). 


(16)f(x) = tan(x - )( 玉 <*<27) (A) = 0° ,CC-1<x 


(18)/(x) = me ,( <x<2). (19)f(x) rp <x 志 了 }, 
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12.3 水平 渐 近 线 
在 12. 1 我 们 介绍 了 描画 在 下 面 的 一 条 曲线 的 水 平 渐 近 线 . 


Se 


水 平 渐 近 线 


了 解 这 种 现象 的 关键 之 处 是 一 条 水 平 渐 近 线 不 能 出 现在 有 限 区 间 a < x < 6 
中 . 一 旦 我 们 被 局 限于 这 样 一 个 有 限 区 间 就 只 有 两 种 可 能 性 ;要么 水 平 直 线 和 
曲线 相交 ,要 么 它们 不 交 . 


由 于 按 定义 ,一 条 曲线 和 它 的 水 平 渐 近 线 必须 能 走 得 任意 靠近 但 永 不 相交 ,我 
们 必须 考虑 a < x < % 类 型 的 ,或 者 是 - % < x < a 类 型 的 无 穷 区 间 . 


a es ee so 


例 12.1 考虑 函数 /(x) = 人 = 让 如 果 在 有 限 区 间 - 3 < x < 3 上 用 
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§12.2 和 § 11.1 的 技术 作 此 图 ,我 们 得 到 了 下 图 . 


将 此 区 间 扩 大 到 -~ 10 < x < 10 ,我们 得 到 


2x 一 1 


注意 到 在 此 例 中 ,由 于 /xz) = 管 二 ,我 人 有 f/(3) = 守 和 ~1.25, 以 及 f(10) = 


19 199 1999 
17 ~=1.73, f(100) = 101 ~ 1.97, f(1000) = 1001 二 1. 997 ,等 等 . 明显 f(x) 小 
于 2, 当 x 一 o 时 变 得 可 任意 接近 2. 我们 正式 地 计算 此 极限 于 后 : 
小 技巧 : 乘 1 
2x -1 . 1/x PN a pa 
1 


ce im 
xm MX+l :0 x+l 1l/x ml] +1/x 


= 2， 
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这 是 因为 当 * 一 wm 时 上 一 0. 

这 个 例子 给 了 我 们 下 个 命题 的 动机 : 

命题 12.2 设 /(x) 为 定义 在 无 穷 区 间 a 委 x < wm 上 的 函数 ， 如 果 limf(x) = C， 
且 对 a 和 x < oz) 天 c 则 Hz) 在 y=c 有 一 条 水 平 渐 近 线 . 

命题 12.3 ”对 定义 在 区 间 - <x 返 @ 的 函数 7x) 如 果 有 limf(x) = C， 
且 对 -om <x 和 az) 天 c 则 Hz) 在 y =< 有 一 条 水 平 渐 近 线 . 

证 明 ”我 们 集中 在 第 一 个 命题 上 ,后 一 个 是 类 似 的 . 由 定义 ，, limf(x) = 
等 价 于 说 | 六 x) - c| 在 变量 x 趋向 无 穷 时 变 成 任意 的 小 . 


曲线 与 水 平 渐 近 线 之 间 的 距离 (上 图 中 的 PQ) 事实 上 是 |/(x) - cj. 因为 这 个 
距离 当 x 一 % 变 得 任意 小 ,命题 得 证 . a。 < x < %w 有 /(x) 关 c 的 条 件 确保 了 曲 
线 y = f(x) 和 直线 y =。 在 此 区 间 永 不 相交 . 

水 平 渐 近 线 判别 和 描 图 的 方法 : 

第 1 步 。 给 定 定义 在 区 间 a < x < w 上 的 /(x) ,计算 limf(). 

第 2 步 ”如果 此 极限 存在 并 等 于 c 并 假若 曲线 y = /(x) 对 x > a 不 与 直线 
y = 相交 则 直线 y = 。 是 一 条 水 平 渐 近 线 

第 3 步 ”在 y =c 画 出 一 条 水 平 虚 直线 ,并 确定 对 + 一 。 是 /(x) > c 还 是 
xz) < c. 画 出 相应 的 曲线 段 ,并 用 $11.1 和 § 12.2 的 竖 直 渐 近 线 判别 和 描 图 
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方法 完成 图 像 

注 ”同样 的 方法 用 于 区 间 - % < x < a. 如 果 我 们 想 要 考虑 在 整个 实 轴 
- “= < x < om 的 函数 ,有 必要 由 计算 两 个 极限 lim/(x) 和 lim /(x) 来 求 出 两 个 
可 能 的 渐 近 线 . 如 果 没有 一 个 极限 存在 则 没有 水 平 渐 近 线 

例 12.4 ”函数 /(x) = *? 没有 水 平 渐 近 线 ,这 是 因为 limx? = %. 


例 12.5 求 /(x) = 一 二 一 的 水 平 渐 近 线 . 


x*:+1 


这 时 


因此 在 y = 1 和 y = - 1 有 水 平 渐 近 线 . 用 CAS 作 图 ,我 们 得 到 图 像 
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8$ 12. 3 的 习题 


对 下 列 的 每 个 函数 /x) 计算 极限 
im f(x), lim f(x). 

如 果 其 中 至 少 有 一 个 极限 存在 , f(x) 的 图 像 就 有 水 平 渐 近 线 . 用 你 的 CAS 作出 图 像 来 检查 

你 的 结果 ， 


(WA) = 下 2 由 (0%) = 二 GE 二 + 
(Os) = et (4)f(x) = 

(Ss) = mY). (fx) = 0 

DAs) = er. (Bs) = 3 


描画 下 列 函数 的 图 像 . 包括 所 有 竖 直 和 水 平 的 渐 近 线 . 用 你 的 CAS 计算 所 需要 的 函数 值 及 其 
导数 . 比较 你 的 作 图 与 CAS 的 作 图 . 


(4) = -2 OO) = x+ 二 -£3 
(12)/(x) = 元 * ep (13)f(x) = (14)f(x) = 和 
(15)f(x) = (16)f(x) = 于 i (17)f(x) = 2 
= 
(8)A) = (9)Kz) = 是 (ON) = VE tT- VE 


(21) 考虑 函数 y = sm(2 证 明 此 曲线 与 直线 y= 0 交 无 穷 多 次 ,但 lim sin(z) = 0. 用 你 的 
CAS 画 出 此 曲线 .y = 0 是 一 条 水 平 渐 近 线 吗 ? 

(22) 证 明 曲线 y = 2z_ 土 3 + 源 近 于 直线 y= 2x + 3. 在 适当 区 间 上 用 你 的 CAS 夯 出 曲线 
并 形象 地 检验 你 的 答案 . 

(23) 证 明 曲 线 y= 世 士 3-+ 二 = 工 渐 近 于 曲线 y = ** +3. 在 适当 区 间 上 用 你 的 CAS 作 图 并 
形象 地 检验 你 的 答案 . 


第 十 二 章 的 附加 习题 


描绘 下 列 函 数 的 图 像 , 包 括 所 有 竖 直 和 水 平 的 渐 近 线 . 用 你 的 CAS 计算 所 需 的 函数 值 及 导 
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数 . 用 CAS 作出 的 图 像 比较 你 所 画 的 . 


(Dy = 于 二 (2)y = uan(a. (对 > 0 求 出所 有 源 近 线 ) 
(3)y = tanh(x). (4)y = In(2) -1. 

(5)y = 20 -#7. (Oy = Tc 

(Dy (8)y = 2 -4. 

(9)y = x - (1 -xz)2. (10)y = 2 


(11) 证 明 一 条 连续 曲线 y = f(x) 若 有 
lim (f(x) - (mx +68)) =0 
或 
Jim (f(x) ~- (mx +68)) =0 
则 它 渐 近 于 直线 y = mx + 5b. 
在 习题 (12) ~ 〈17) 中 确定 已 知 曲线 渐 近 于 一 条 直线 . 求 出 所 有 这 样 的 渐 近 线 . 


4x 
, (14)y = 
-1 x +l 


(12)y = (13)y = Tx -2+ 


7 
XxX 一 3 和 


2x -6x +4 


(15)y = 3 局 的 区 二 二 (17)y = x -2x +1. 


(18) 求 双 曲 线 ( 三】 - ( 世 ) = 1 的 所 有 渐 近 线 . 


第 十 三 章 ”作为 面积 的 积分 


13.1 ”作为 面积 的 积分 的 直观 定义 


问题 ”什么 是 面积 ? 

由 于 此 概念 似乎 是 直觉 的 ,所 以 这 是 一 个 非常 困难 的 问题 . 本 章 的 目的 是 
构造 性 地 提供 一 种 计算 一 个 区 域 的 面积 的 方法 ,而 此 区 域 的 边界 是 弯曲 的 且 不 
单单 是 个 多 边 形 ( 见 $13.3). 在 8$13.1 和 8$13.2 中 我 们 将 以 一 种 直观 的 方式 
去 谈 及 面积 ,很 像 是 古 希腊 人 读 及 一 个 圆 的 面积 的 方式 . 

设 Ax) 是 定义 在 区 间 a < x < b 上 的 连续 函数 . 假定 对 此 区 间 的 所 有 >x， 
fx) > 0. 于 是 y = f(x) 的 图 像 位 于 * 轴 的 上 方 ,类 似 于 下 图 . 
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定义 (直观 的 ) ”在 连续 函数 . 几 x) 的 图 像 位 于 x 轴 上 方 的 假定 下 , 则 f(x) 
的 从 d 到 4b 的 积分 被 定义 为 由 曲线 ) = /(x) ,x 轴 和 竖 直 线 x = a 和 x = 上 5b 围 成 


的 区 域 的 面积 ,用 | f(x)d 表示 . 


y=f(x) 


注 ”用 图 表示 ,| /(*)dx 只 不 过 是 上 
面 有 阴影 区 域 的 面积 
例 13.1 [xdx 是 什么 ?如 果 我 们 在 


区 间 0 < x < 1 上 作曲 线 y = 1 的 图 像 ,我 
们 得 到 画 在 下 面 的 线段 . 由 定义 ,此 积分 是 
有 阴影 的 三 角形 的 面积 ( 它 是 1 x 1 的 正方 
形 面积 的 1/2). 结论 是 


[xd 史 


例 13.2 [2dx 是 什么 ?在 区 间 1 < * <4 上 y = 2 的 图 像 是 一 条 长 度 3 的 
直线 段 有 阴影 的 区 域 是 个 面积 为 6 的 长 方形 , 即 


1 
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提问 。 记号 | 7(z) dx 的 起 因 是 什么 ? 


回答 称 符号 | 为 积分 号 . 从 历史 上 说 , 它 是 由 用 来 代表 和 的 符号 5 拉 长 了 


以 后 导出 的 . 积分 按 下 面 方式 看 起 来 是 个 和 数 ( 这 使 人 想起 近似 圆 面 积 的 经 典 
的 希腊 方法 ). 在 典 线 y = f(x) 下 方 的 面积 可 以 剖 开 为 矩形 形状 的 许多 片 . 


ED rst et 


R 


按 传统 ,上 面 画 出 的 小 的 宽度 被 表示 为 dx. 我 们 可 以 把 dx 想 成 是 非常 
小 的 数 ,譬如 0. 0001. 上 面 带 阴影 的 区 域 由 于 几乎 是 矩形 , 它 有 近似 的 


面积 K(x) .dx. 积分 | (x) dx 因此 可 以 被 面积 近似 为 Kx)dx 的 那些 逢 小 


形 片 (从 x = a 到 x =4b) 的 和 所 近似 . 注意 ,如 果 放 大 带 阴影 的 部 分 , 它 | 
事实 上 在 顶部 是 弯曲 和 斜 的 . 但 是 在 让 dx 一 0 时 ,这 个 区 域 看 起 来 越 亚 
来 越 像 “个 矩形 ,而 这 些 区 域 的 和 将 趋向 此 积分 真正 的 值 . 我 们 将 在 

$ 13. 3 详细 阐述 这 个 方法 . 


例 13.3 ”将 三 角形 前 开 为 10 个 近似 的 矩形 小 片 以 近似 | xdx 的 值 


(1.1) 


第 -- 片 甚至 不 是 个 矩形 ,事实 上 它 是 个 二 角形 . 
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(0.1,0.1) 
0 0.1 
第 二 和 随后 的 那些 片 类 似 于 和 矩形 . 
(0.3,0.3) 
(0.2,0.2) (0.2,0.2) 
(0.1,0.1) 
0.1 0.2 0.2 0.3 


由 于 我 们 分 此 区 域 为 10 片 ,dx 的 值 为 0. 1. 各 片 的 高 度 线性 地 增加 (由 于 此 
函数 是 条 直线 ) ,由 0.1,0.2,0.3,…,1 给 出 . 因此 我 们 可 以 近似 我 们 的 积分 : 


[dx = (0.1) (0.1) + (0.1)(0.2) + (0.1)(0.3) + + (0.1)(1) 
-= 0.55. 
注意 ,此 近似 值 仅 比 准确 面积 大 7 


$13.1 的 习题 

用 作为 面积 的 积分 的 直观 定义 计算 下 列 积分 ， 

CD)[ 3dx (2) | sd (3) [xx. 

(4) [ (2x + 1) de (5)f (2x + Dex (6) {5(34 - Ddr 


(7) 用 将 区 域 分 成 10 据 近 似 的 矩形 片断 来 近似 计算 积分 | xd 比较 你 的 答案 和 实际 面积 . 
此 近似 值 有 多 靠近? 

(8) 用 将 区 域 剂 分 成 10 个 近似 的 矩形 片 来 近似 计算 积分 | (x + 1)dx. 将 你 的 答案 与 实际 面 
积 相 比较 . 此 近似 值 有 多 靠近 ? 
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13.2 任意 函数 的 积分 


在 $ 13. 1 中 我 们 把 注意 力 局 限于 图 像 
在 x 轴 上 方 的 函数 y = fx) (在 区 间 a < x 
和 上 上 ). 现在 我 们 放弃 这 个 限制 而 考虑 任 
意 连 续 函 数 ( 其 图 像 可 能 会 落 在 x 轴 的 下 
方 ) , 它 定 义 在 区 间 a < x < b 上 . 


1 


心 一 到 二 


定义 { 直观 的 ) 设 /(x) 是 定义 在 区 间 a < x < b 上 的 连续 函数 . 记号 
J A(x) dx 被 定义 为 由 曲线 y= f(x) ,x 轴 和 竖 直 线 + = a 和 x = 靖国 成 的 面积， 
其 中 当 / 位 于 % 轴 上 方 时 面积 算 作 正 ,而 位 于 x 轴 下 方 时 算 作 负 ， 


例 13.4 在 上 图 中 ， 
b 
人 Ka)dz = 面积 (4) + 面积 (8) + 面积 (C) - 面积 (D) - 面积 (6). 


例 13. S 计算 | (3x -1)dx.y = 3x -1 的 图 像 在 区 间 0 < x < 1 由 下 面 给 


13.3 ”作为 和 的 极限 的 积分 .141: 


由 于 面积 (4) = 子 而 面积 (8) = 二 ,我 们 有 [ (3 -1)dx = 了 -二 = 二 


§ 13.2 的 习题 


用 作为 面积 的 积分 的 直观 定义 计算 下 列 积分 . 
CD (2 - 4)dx (2)f (3 -5)dz (G3) [de 


(4){ (4e + 1)dz (5) 厂 Cox + 1) dx (6) (3x -1) dx 


13.3 ”作为 和 的 极限 的 积分 


设 y = xz) 为 定义 在 区 间 a < x < b 上 的 一 个 任意 连续 函数 . 为 了 简化 我 
们 的 阐述 我 们 暂且 假定 f 位 于 x 轴 的 上 方 . 


a pb 
如 果 我 们 把 区 间 a < x < 5 分割 成 N 段 (其 中 入 是 一 个 大 的 正 整数 ) ,那么 得 到 
的 每 个 小 区 间 有 长 度 ” 元 和 
在 曲线 y = f(x) 下 方 的 面积 也 被 分 割 为 W 个 矩形 型 的 小 片 ; 例如, 如 果 
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N = 5, 我 们 有 


a pb 


其 中 每 个 矩形 片 有 宽度 ^ = 2 为 了 详细 分 析 上 图 我 们 需要 在 * 轴 上 标记 出 这 些 
点 .在 N = 5 的 情况 我 们 得 到 


qd =X X: X22 X33 Xa xs=b 


其 中 x。= a 和 x = 4 由 于 这 些 点 是 等 间隔 的 ,而 任意 两 个 相 邻 点 的 距离 必 为 


2 ,我们 可 显 式 地 计算 它们 的 值 : 


Xi =at+t 


t=at Ts, 


5 » 
5(b~-a) _ 
J 
更 一 般 地 , 当 我 们 分 割 此 面积 为 N 个 矩形 型 的 片 ,并 生 在 x 轴 上 标记 上 相应 的 点 


Xo sXI ss XN 
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a=x9 Xl 2 °°* °° xy=b 


我 们 看 到 


-a 本 
sX2 二 Q 十 


3 


202 -a) ... 
N 


» rie) 


它 对 任意 xj,0 < x; < 入 成 立 . 
如 果 现 在 将 这 些 和 矩形 ( 比照 着 矩形 型 的 片段 那样 ) 画 进 我 们 的 图 像 中 有 


a =xo Xl Xn-t XN =b 


于 是 我 们 添加 上 了 N 个 宽 为 "元 的 矩形 ,其 中 第 ;个 矩形 (1 < i < N) 


800) 


Kil 天 


有 面积 /Ca ) .< = /(a + 区 和 二 对) 尖 二 2 由 此 我 们 看 到 这 些 矩形 的 面积 
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和 由 
6 


Am) + fm) + 和 +)] (13.1) 
给 出 , 它 可 以 表达 为 
ba A N:(b-o))]. b=-e 
Mer )rAet+ N )+ tAat+ N 中 于 
当 W 非 常 大 时 ,这 个 和 数 是 曲线 与 z 轴 之 间 的 准确 面积 的 一 个 好 近似 . 真 面 积 和 
由 矩形 覆盖 的 面积 之 间 的 差异 由 下 面 带 阴影 的 面积 画 出 . 


当 闪 一 %( 即 矩形 的 个 数 趋 于 无 穷 ) 时 ,这 个 带 阴影 的 上 图 中 的 面积 变 为 极其 
微小 ,而 和 ( § 13. 1) 应 该 趋向 真实 面积 ,这 一 点 从 直观 上 是 清楚 的 . 

我 们 现在 正式 给 出 : 

定义 ” 设 几 zx) 为 定义 在 @ 与 8 之 间 的 区 间 上 的 任意 函数 (其 中 我 们 没有 必 
要 假定 a < 5), 则 我 们 定义 


LAD <nlAe rrAe + 2) 
i ey 
但 假定 此 极限 存在 . 于 是 我 们 说 在 a 与 6 之 间 的 区 间 上 /是 可 积 的 . 当 此 极限 不 
存在 时 积分 没有 定义 . 
注 ”其 至 在 /的 图 像 在 某 些 点 落 在 x 轴 之 下 时 ,此 定义 与 我 们 的 积分 直观 
定义 是 一 致 的 . 在 此 曲线 与 x 轴 之 间 填 满 NN 个 矩形 ， 
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现在 我 们 看 出 如 果 第 ;个 矩形 位 于 * 轴 之 下 , 则 /zx ) < 0 而 且 f(%) ,42 是 


-1 乘 上 第 ;个 矩形 的 面积 . 所 有 这 样 的 出 现在 此 定义 的 项 组 合 起 来 给 出 了 在 > 
轴 下 方 的 带 阴影 的 面积 ( 取 负 值 ). 


例 13.6 ”应 用 经 典 公式 1 + 2 + … + N = 全 各 + 坟 ( 将 在 下 一 章 证 明 ) 计 


算 积分 | xdx 在 此 例题 中 f(x) = x,a = 0,6 = 2. 因此 由 定义 ， 


[dx = [入 + 入 + 号 +， 人 .六 


= lim 十 [1 +2+3+:…+N] 


i 
Na NN 2 


_ ]; 2 _ 
= lim(2 + 1)=2. 
例 13.7 计算 | (2x - 1)dx 

这 里 f(x) = 2x -1, 而 a = 1,b = 5. 于 是 


yj(a+ =/(1+ 吉 )=2(1+ 各 )-1 =1+N， 
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从 而 我 们 可 以 计算 : 
[2 -1)dx = lim[ (1 + 广 )+ (1 + 着 )+… 是 (1 + 驻 ] 和 
= lim[N+ +2 + +N)]: 


32 .NN+1) 
2 


= lim (4 +16 +*) 


= lim[4+ 坟 


= 20. 
警示 。 不 是 每 个 函数 都 是 可 积 的 . 例如 , 函数 一 -在 任何 包含 1 的 区 间 上 


是 不 可 积 的 ,这 是 因为 在 曲线 下 方 的 面积 成 为 无 穷 大 . 

准确 确定 哪些 函数 是 可 积 的 问题 既 有 趣 又 困难 . 在 下 面 的 命题 中 我 们 将 考察 
某 些 足以 证 明 可 积 性 的 假定 ,并 给 出 了 此 问题 的 部 分 解答 . 我 们 需要 一 个 定义 . 

定义 ” 称 一 个 函数 /(x) 在 一 个 区 间 a x 45 是 非 降 的 (相应 , 非 增 的 ) 是 
说 ,假设 对 所 有 d,c, 满 足 a < d <c<b, 有 f(d) <f(c) (相应, f(d) >f(c)). 

我 们 现在 考虑 一 个 重要 命题 . 

命题 13.8 如 果 一 个 函数 在 某 个 区 间 上 连续 且 非 降 ( 或 非 增 ) , 则 它 在 此 
区 间 可 积 . 

注 ”一 般 地 , 当 我 们 分 析 一 个 连续 函数 的 图 像 时 会 看 到 它 在 不 同 的 子 区 间 
上 或 非 降 式 非 增 . 因此 命题 13. 8 包括 了 大 范围 的 函数 . 
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我 们 在 位 于 x 轴 上 方 的 非 降 函 数 的 情况 下 给 出 命题 13.8 的 一 个 快速 的 概 
述 性 的 证 明 . 当 函 数位 于 * 轴 下 方 的 情形 其 证 明 相 似 , 留 给 读者 . 对 于 最 一 般 的 
情形 ,我们 将 在 曲线 与 * 轴 之 间 的 区 域 分 成 许多 段 ,每 段 中 它 或 在 * 轴 的 下 方 ， 
或 在 * 轴 的 上 方 ,然后 再 将 这 些 段 适当 地 加 起 来 . 非 增 函 数 的 情形 则 完全 是 类 比 
的 ,故而 略 去 其 证 明 . 

由 于 ,/ 是非 降 的 ,其 图 像 必 定 类 似 于 下 面 的 左 图 ,从 而 下 左 图 中 带 阴影 的 区 
域 必 定 全 在 曲线 的 上 方 . 注意 , 第 i 个 阴影 区 域 的 最 大 厚度 正好 是 f(x;) - 
f(xi1). 


Nil 


由 于 当 六 一 om 时 ,= 方 可 任意 小 ,7 的 连续 性 确保 了 第 ; 个 带 阴影 的 区 域 


的 最 大 厚度 也 在 N 一 % 时 变 为 任意 小 . 由 此 看 出 所 有 带 阴影 区 域 的 总 面积 当 WN 一 
% 时 必定 趋向 0, 例 如 , 当 = 4,12, 我 们 看 到 阴影 区 域 总 面积 戏剧 性 地 减少 . 


N=4 


带 阴 影 区 域 面积 的 和 当 NN 一 w% 时 趋向 0 的 一 个 简单 几何 证 明 可 在 下 图 中 看 到 
那 就 是 ,将 所 有 小 的 黑色 区 域 滑 移 到 右边 ,所 得 到 的 带 阴 影 区 域 所 具有 的 面积 


小 于 底 边 为 高 为 /5) - (a) 的 矩形 的 面积 
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高 度 =/(5) 


是 


由 此 推出 , 当 入 一 % 时 ,这 NN 个 矩形 的 面积 和 


LO CE LC 


减 小 并 趋向 于 一 个 确定 的 极限 , 即 曲线 下 方 的 面积 . 


§ 13. 3 的 习题 

用 作为 和 的 极限 的 积分 定义 计算 下 列 积分 . 你 可 能 会 用 到 公式 1 + 2 + … + N = 人 + 
Wha (2) fxdx. (3) (4z -Dae 

(4) f ax (5) f° (2 + 1)de. (6) f (3x - Dae 


13.4 ”积分 的 性 质 


积分 满足 许多 基本 的 性 质 , 它 们 可 直接 从 定义 得 到 . 
性 质 1 设 f(x) 在 a 和 4 之 间 的 区 间 上 可 积 , 且 设 KK 为 一 常数 . 于 是 


[Kx) a = K[ f(x)ax. 
性 质 2 设 /(x) 和 g(x) 是 a 和 bb 之 间 的 区 间 上 的 可 积 肖 数 . 可 是 
| Ux) ze(z))dz = [fx)dx fedx 
性 质 3 设 as 近 c 达 六 则 
b 
[fdr = [fx)ae + [fer) ds 
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证 明 { 用 图 形 ). 


A 
a c pb a C b 


在 曲线 y = /(x) ,a < x < 5 下方 的 面积 (上 图 中 由 A4 表示 ) 只 不 过 是 面积 
8 加 上 面积 C 而 已 
性 质 4 ”已 知 任意 实数 a,b, 有 
[rod =- [rod 
证 明 ”从 基本 定义 开始 . 由 于 5b - a = - (a -5) ,我 们 有 


pL CE i 人 作 二 的 -9 “ 寺 


每 个 1 < n < NN 的 n 可 以 写成 形式 n = N -mm,1 < m < AN. 代 人 并 简化 ,得 到 
vs (b~any.b-a__ TAaN+t+(b-a(N-m)\,a-b 
FS/(a+ .) N A N 于) 全 


n=l 


ee DY EAC 


m=1] 


机 一 a-b 
Ne 
现在 证 明 由 定义 得 到 . 

命题 13.9 设 /(x) 是 4 和 6b 之 间 的 区 间 上 的 可 积 函 数 . 如 果 存 在 数 抑 和 及 
使 得 

mf(x)<M 
对 所 有 区 间 中 的 成立, 则 


m(b-a) [mod < M(b - a). 


注 ”在 命题 13.9 中 提 到 的 数 m 和 及 各 自 叫做 函数 A(x) 的 下 界 和 上 界 . 
证 明 ( 用 图 形 ). 
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从 上 图 中 观察 到 
[0*) ex = 面积 (4) + 面积 (8) - 面积 (C) 


[aaz> - 向 积 (C) 
宇 m(b -a), 
这 是 因为 此 图 中 m 是 负 的 . 上 面 图 形 代表 了 一 种 特殊 情况 ,但 是 却 具有 最 一 般 
情形 的 典型 性 


第 十 三 章 的 附加 习题 


(1) 设 
_ [1-x， 如 果 -1]<x<1]， 
f(x) = I i 
用 你 的 CAS 作 f 的 图 像 ,你 能 找 出 f 的 上 、 下 界 吗 ?它们 有 限 吗 ?对 f 的 可 积 性 你 有 何 结论 ? 
你 能 得 出 /下方 的 面积 吗 ?对 /在 * = - 1 和 x = 1 的 可 微 性 你 能 说 些 什么 ? 


(2) 证 明 如 果 在 某 区 间 a < * < 5b 上 /x) < g(z), 则 [Ka)dx < [g(x)qx. 提示 :分 审 
b-a 
=4, 并 用 


a 三 x 和 bb 为 n 等 分 a = x0o <x <x <… <x =b, 其 中 x; -x = 有 = 


例 13.7 中 的 方法 . 
(3) 设 fx) 是 区 间 a < x < 5 上 的 一 个 固定 函数 . 假设 已 知 点 a < x < x < … < x = 4. 
定义 s(x) = fxi) ,如 果 x,， < x < %. 称 函 数 s(x) 为 一 个 阶梯 函数 . 在 你 的 CAS 上 作 


s(x) 的 图 像 ,并 对 下 列 的 阶梯 函数 得 出 (x) dz: 
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(a) 1 234556 «sx, 
012110 cs(x) 
(b) 0 入 1 3/2 2 5/2 ex 
-1 1 2 ly) 
(ce) -1 0 12 3 4 4 一 %， 


1/4 0 1/2 1/2 1 1/4 «s(x). 
在 下 列 问题 中 使 用 了 记号 和 = AD +72) + tn). 
(4) 用 公式 对 六 = 年 + 本 + 生计 算 人 =de 并 比较 你 的 结果 和 你 的 CAS 给 出 的 结果 
(5) 用 前 个 立方 的 公式 = 十 严 (n+ 1 计算 积分 | ed 


(6) 推广 前 面 两 个 问题 到 [ "dz,m > 1. 提示 :对 m = 1.2,… 用 你 的 CAS. 你 看 出 了 一 个 模式 
吗 ? 用 朋 负 证 明 你 的 模式 的 公式 
(7) 求 | ezp( = 六)ar 的 近似 值 取 n = 10,20,30 提示 : 对 a。 = 0,b = 1 计算 


yA a 十 bi) 比较 你 的 结果 和 你 的 CAS 给 出 的 结果 . 当 nn 增 大 时 此 近似 值 如 何 
变化 ? 

(8) 对 f(x) = sin(x?) 做 (7) 同样 的 事 . 

(9) 对 f(x) = xln(x) 做 (7) 同样 的 事 . 

(10) 对 f(x) = x?exp( -x**) 做 (7) 同样 的 事 . 


(11) 计算 一些- 的 近似 值 . 用 n= 10,20. 提示: 注意 被 积 项 是 个 偶 冰 数 . 
1l+ 3 二) 
2 = exp( 过) 你 能 用 在 0 和 NN 之 间 的 区 间 上 和 = 10,40 求 此 积分 近 八 
值 的 方法 来 验证 此 结果 吗 ?选取 增 大 W 的 信用 你 的 CAS 积分 来 验证 你 的 结果 
(13) 用 n= 10,30 作 | V4 一 dx 的 近似 值 注意 ,这 将 给 出 四 分 之 一 加 的 面积 的 近似 值 你 


能 推导 出 7 的 一 个 近似 值 吗 ? 


第 十 四 章 “和 ,归纳 ,积分 的 计算 


14.1 和 


在 第 十 三 章 中 我 们 定义 积分 为 一 个 和 的 序列 的 极限 . 由 于 我 们 将 详细 地 与 
这 些 和 打交道 ,引进 一 个 求 和 的 简略 表达 记号 是 方便 的 (从 而 公式 不 会 占据 了 
整整 一 页 ). 
设 f 是 个 定义 于 整数 上 的 函数 . 我 们 要 引进 一 个 记号 使 得 我 们 能 容易 地 写 
下 长 长 的 和 数 ,比如 
所 1) + 有 拟 2) + f(3) +f(4) + f(5) + f(6) +1(7) +f(8). 
传统 上 ,希腊 字母 2 (sigma) 代表 和 ,而 上 式 被 写成 


Zn)， 


其 中 为 求 和 指标 . 相似 地 ,和 
f(4) +f(5) +f(6) +f(7) + f(8) +f(9) 


可 简洁 地 写成 形式 Zn). 一 般 的 定义 是 : 
定义 ” 设 /是 定义 在 整数 上 的 函数 , 且 设 有 MN 为 任意 两 个 整数 . 我 们 定义 


rm =f(M) +f(M+1) + +f(N). 
例 14.1 设 /(z) a M1 N = 3, 则 
FAn) = Tr" =1+8+27 = 36. 
例 14.2 设 f(x) -2M=3 ,N = 5, 则 
Zn = y(n -2) = (9-2) +(16-2)+(25-2)=44 
例 14.3 设 f(x) = cos( 字 )， M=1,N =4, 则 
之 /mn) = 二 cos( 了 2) 
= cos( | 十 cos( 代 )+ cos( 芝 )+ cos( mT) 
.0-2 
= + 2 1 
=—1. 
漂亮 的 公式 
PR “+N= (14.1) 


是 高 斯 9 岁 时 就 发 现 过 的 它 由 将 此 和 中 的 项 按 相 反方 向 重 写 下 来 并 与 原来 同 


N(N+1) 
2 


位 的 项 相 加 而 容易 地 得 到 证 明 : 

1 +2 +3 十 GE +N 

十 

+(N-1) +(N-2) + 多 +1 

N+1)+(N+1)+ N+1)+ 十 ee ch TY 

路 
例如 , 当 N = 100,1 +2+3+…+100 = J 类 101 = 5050, 因 为 [1 +2+3+ 
…+100] +[100+99+98+…+1] = 101 + 101 + … + 101] 
100 次 

$14. 1 的 习题 


在 你 的 CAS 上 用 求 和 (SUM) 功能 计算 下 列 和 . 
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DR (2) Eo “ (3) D2 +3n -1). 
(4) > (5) DT ioeoa{ 2 ) CO 
SD Wi (0) (9) (3+5.2™). 


(10) 计算 和 避 ,十 ,N= 10,100,1000. 观察 出 此 和 趋向 于 太 /6. 


(11) 计算 和 殉 二 ,N= 10,100,1000. In(N) 是 对 此 和 的 一 个 好 近似 吗 ? 


14.2 归纳 


有 男 一 个 证 明 高 斯 的 公式 (14. 1) 的 方法 . 我 们 现在 通过 提出 (14. 1) 的 第 
二 个 证 明 来 解释 这 个 归纳 法 . 

容易 验证 (14. 1) 式 对 w 的 小 值 成 立 . 例如 
_1: (+1l) 


(14.2) 


假若 我 们 能 证 明 下 面 的 叙述 对 任意 正 整数 入 成立 : 
了 N+ DAN) (14.3) 


则 断言 高 斯 的 公式 得 证 . 

要 明白 这 里 的 推理 首先 想像 一 个 (无 限 的 ) 样子 . 如 果 我 们 知道 能 (1) 怜 上 
第 一 级 梯 阶 ,以 及 (2) 一 旦 在 第 入 级 梯 阶 上 能 候 上 第 (NN + 1) 级 梯 阶 ,于 是 事实 
上 能 息 上 此 梯子 的 任何 高 度 . 现在 用 验证 (14. 3) 来 证 明 高 斯 的 公式 ( 因为 我 们 
已 经 检验 过 (14. 2) 的 初始 情形 ). 假定 现在 


Dn=1+2+3+.…+N 
对 某 个 正 整数 入 成 立 ,由 此 得 到 


N+1 


Dn= (1+2+3+. +N)+(N+1) 
正二】 


_N(N+1) 
2 


= MD n+l 


14.2 归纳 。 155 ， 


N+N+2(N+1) 


2 
_NV+3N+2 
. 2 
_ (N+1)(N+2) 
= ) 
按 预 期 它 得 以 建立 . 
问题 ” 求 对 之 m 的 公式 . 
解答 ”我 们 采取 一 个 试验 的 处 理 方式 . 由 高 斯 的 公式 启发 ,我 们 可 假设 一 
个 公式 ,其 形式 为 
各 = am +BN: + YN +6, 
其 中 a,p， y 和 5 是 某 些 常数 代入 N = 1,2,3,… 产 生 了 
=a+B+Yy+56, 
1l+4 = 8a +4B+2y +56, 
1+4+9 = 27a +9p8+3y+56, 
我 们 现在 需要 利用 CAS 求 出 正确 的 a,B,y 和 6 的 值 . 恰似 爱迪生 把 电流 通过 成 
百 种 金属 才 发 现 了 忽 发 光 那 样 ,我 们 也 必须 进行 试验 性 工作 并 努力 找 出 a,B,y 
和 6 的 正确 值 . 它们 原来 是 


我 们 用 归纳 来 证 明 , 对 1, 有 
2M NN 
和 
初始 情形 容易 被 检验 : 
TE PR 
3 2 6 
2 
dd 
3 
人 


现在 假定 六 “= 生生 + 全 对 蘑 个 N > 1 成 立 ,我 们 必须 证 明 
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> 人 本 
3 6 

容易 得 到 ( 稍微 借助 一 下 CAS) 


N+! ba 


Dm= (F*) )+(N+1)? 
= N+ 
SN+tD) (ND Ntl 
3 2 6 
注 ”重要 之 处 是 要 记 住 ,如 果 我 们 没有 找 出 a,B,y 和 5 的 正确 值 , 则 归纳 
法 就 不 能 进行 . 
概括 起 来 ,我们 现在 找到 了 公式 
y1 = WN 
江 = T+, (14.4) 


yy 
| ”3 6° 


之 
全 佬 全 全 下 下 轴 b 和 c 代数 地 组 合 起 来 ,我 们 得 到 了 
Y (on +hn+c) =a: (SD) en 


3 
8$ 14. 2 的 习题 


(1) 收集 实验 数据 以 找 出 Sm ) 的 公式 . 用 归纳 法 证 明 你 的 公式 
(2) 收集 实验 数据 以 找 出 去 的 公式 . 用 归纳 法 证 明 你 的 公式 . 
(3) 收集 实验 数据 以 找 出 37 的 公式 . 用 归纳 法 证 明 你 的 公式 . 


(4) 用 归纳 法 证 明 - (Avy. 


VM_N 
272 7 30 


(5) 用 归纳 法 证 明了 = 芝 和 


14.3 ”积分 的 计算 ,157 ， 


At 过 证 


a-l1 


ba 
(6) 用 归纳 法 证 明 对 任意 a 1， 2 = 


14.3 “积分 的 计算 


用 刚刚 阐述 的 求 和 记号 我 们 可 以 把 积分 的 定义 重 写 为 下 面 的 形式 : 

n(b-a b-a 

[de = lim[ Aa + 2) 

显示 在 (14.3) 的 这 种 类 型 的 公式 常常 能 用 来 计算 积分 . 我 们 给 出 三 个 例题 . 
例 14.4 计算 人 i 


这 里 a =0, = 2, 而 f(x) = x*. 因此 


[ed = lim| > (2)]: 和 


HH 
[yg 
EE} 
S| 
= 
J 
~ 


例 14.5 计算 [ 
这 里 a = 0,b = B, 而 f(x) = x*. 极 像 在 例 14. 4 中 那样 计算 ,我 们 有 


[ea= bin[ 5 (8)]: 8 


例 14.6 计算 | (x* yi 


在 这 个 最 后 面 的 例子 中 ,a = -1,b = 3 且 f(x) = x? -3x. 用 像 我 们 前 面 的 


方法 : 
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-9 各 ((-1: 傅 -(-1: 旬 ): 


各 后 (区 :各 


tm( 基 冤 1 -加 a w) 


. 80N(N+1) ,G4/N NN 
lm(16 -7 2 (+ 


§$ 14. 3 的 习题 


用 作为 和 的 极限 的 积分 定义 计算 下 列 积分 . 在 习题 (4) ,(5) 和 (6) 中 4,B 为 任意 实数 . 
1) f dx (2) f(x — x) dx. (3) [ed 

(4) [ea (5) [ xx (0 f edx 

¥ NV mr. WN 
FF+7F+3-30 计算 积分 | sax 


(7) ER = 了 


(8) 用 公式 守 避 = 起 + + PCN) ,其 中 PCN) 是 个 次 数 小 于 和 的 多 项 式 ,证 明 


[xd = 及 一 对 任意 B 成 立 


14.4 ”积分 的 近似 计算 


并 不 是 总 能 求 出 一 个 积分 的 准确 值 . 例如 , 如 果 你 试图 在 你 的 CAS 计算 
人 2”dr, 它 将 不 可 能 提供 一 个 准确 的 答案 . 然而 , 警 如 说 你 明确 说 明 为 5 位 精 


度 ,你 得 到 的 答案 为 0. 810 02. 这 个 结果 是 如 何 得 到 的 ?已 设计 出 许多 数值 积分 
的 方法 ,而 你 特定 的 CAS 所 用 的 方法 并 不 总 是 众人 皆 知 的 信息 . 为 指出 这 样 一 
种 方法 的 一 个 例子 ,我 们 要 提出 众所周知 的 梯形 法 , 它 以 简单 的 快捷 作为 突出 
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特点 . 一 个 梯形 是 个 四 边 形 ， 


| 


它 可 以 被 前 分 为 一 个 矩形 和 一 个 三 角形 ,正如 下 图 所 示 . 


三 角形 
矩形 


如 果 梯 形 的 边 有 长 度 a,b,c,d， 


则 其 面积 为 廊 (a + c) .5( 因为 矩形 部 分 的 面积 是 e 6, 而 三 角形 部 分 的 面积 是 


z(e 二 
梯形 法 的 基本 思想 是 要 逼近 y = f(x) 人 
下 方 的 面积 ,其 方法 是 用 NN 个 相等 宽度 为 


2 二“ 的 梯形 ,而 不 是 像 我 们 早 前 所 做 的 


那样 ,使 用 NN 个 矩形 去 通 近 . 


第 n 个 梯形 的 面积 由 公式 -3--- ] 
二 [KLss ) + fr)] 


给 出 . 
靖 这 凤 析 及 的 面积 加 和 来 的 出 和 们 近代 从 | ] 


LAD = BF A) se] 
大 时 , 它 痢 相当 精确. 注意 ,符号 ~ 的 使 用 家 示 的 守 忆 是 近 人 地 条 于 
例 14.7 用 N = 4 个 梯形 近似 | 2 一 dx 


0 忆 用 二 二 不 攻 襄 开 二 次 二 二 于 = = 于 及 
= 1. 梯形 近似 给 了 我 们 
[2™ax ~[ 却 (2 +271 - 直 ) 


+ 村 (2 车 4 2 全 
+ 二 (2 二 + 2 车 ) + 本 (21 六 +271)] -地 
=[1 +2 x2- 攻 +2 了 和 + 人 2 x2 记 + 十] 
~0. 806 41 ， 
它 相当 接近 于 0. 810 02( 它 是 精确 到 5 位 小 数 的 正确 答案 ). 


例 14.8 用 5 个 梯形 近似 1 1 


在 此 最 后 的 例题 中 f(x) = ,a = 1,b =3,x = 1,x = 7/5,x, = 9/5, 
% = 11/5,%, = 13/5, 及 x = 3. 


ld ha AC a A 


~1. 110 3. 
我 们 以 辛普森 法 结束 本 节 . 托马斯 .辛普森 (1710 一 1761) 曾 被 训练 成 为 一 
个 纺织 工人 ;他 发 现 了 一 个 通常 比 梯形 法 还 要 好 的 近似 积分 方法 . 想法 是 将 曲 
线 和 x 轴 之 间 的 面积 剖 成 2N 个 矩形 型 的 片段 ,其 中 第 i 片 有 形式 ,而 在 上 顶 处 的 
曲线 由 一 条 抛物 线 给 出 而 不 是 一 条 直线 ( 它 出 现在 梯形 法 中 ). 它 在 极 多 的 情形 
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下 会 产生 一 种 更 紧密 的 安排 ,从 而 所 有 这 些 和 矩形 型 区 域 的 和 给 出 对 积分 的 更 好 
近似 . 这 个 方法 现在 以 辛普森 法 命名 ,其 近似 公式 有 形式 


上 项 曲线 一 > 


[Ka ~ 工 寺 oa) + Hr) + 1 


n=1 


例 14.9 用 2N = 6 的 辛普森 法 近似 | dx. 
这 里 f(x) = 二 ,a =1,0 =3,xo = 1,x = 后 = 到 = 2,x4 = 可， 


x = 了 ,及 x6 = 3. 辛普森 法 给 了 我 们 下 面 的 近似 : 


和 
上 
~1.098 9.…. 


事实 上 ,到 5 位 的 正确 答案 是 1. 098 6, 故 而 这 时 辛普森 的 方法 精确 到 误差 在 万 
分 之 四 以 内 ! 比 较 此 结果 与 例 14. 8 中 梯形 法 得 到 的 结果 . 


8$14. 4 的 习题 


在 下 列 习 题 中 ,用 梯形 法 和 辛普森 法 以 W = 4,10,50 计算 积分 的 近似 值 . 比较 这 两 种 方法 产 


(GD 人 (Ce + 2z)dx (2) 1 (32 + 4)dz G)[ VOTE 
(fs zd (5) [27dx (6@) [ea 


1 de 2 
(7 sd (8)[, 09) 
(10) | zeos( mx) dx. (11 )[ Og. 2) pr 全 


(13) 设 y = ax + bx +c 为 一 抛物 线 . 用 = 3 的 辛普森 法 证 明 辛普森 法 给 出 了 积分 
[ar + bx + c)dx 的 准确 值 . 


第 十 四 章 的 附加 习题 


(1) 以 N = 4,10 ,并 且 用 左边 各 端点 作为 近似 掩 形 的 高 ,计算 三 (2 + 2x) dx, 再 用 各 个 右 端 


点 作为 近似 矩形 的 高 作 计算 , 取 这 两 个 近似 值 的 平均 值 ,并 将 你 的 结果 与 梯形 法 进行 比 
较 . 你 的 结论 是 什么 ? 
(2) 用 半径 尺 的 圆 面积 为 wR? 的 事实 对 严 进行 估 值 . 也 就 是 说 ,假定 x** + 7 = 9, 故 在 第 一 象 


限 中 y= V9 一下. 现 用 N = 4,10,50 时 的 辛普森 法 对 9 工 = 人 V9 -zdx 估 值 


(3) 用 关系 下 = [ 二 此 5 和 AN = 10 的 辛普森 法 对 估 值 
(4) 设 f(x) = x,0<x<2. 
(a) 用 矩形 和 左 端点 确定 N = 4 时 [ dx 的 一 个 下 界 . 


(b) 用 N = 4 的 矩形 和 右 端点 确定 | dz 的 一 个 上 界 
(e) 证 明 这 两 个 估 值 之 差 为 1 

(5) 设 /x) 在 ex <5 区 间 上 为 增 函 数 . 不 用 梯形 而 用 六 个 矩形 来 通 近 上 7(z)dx 每 个 矩形 
的 高 或 是 左边 的 或 是 右边 的 端点 . 如 果 用 左 端点 ,我 们 得 到 一 个 下 界 , 如 果 用 右 端 点 我 
们 得 到 一 个 上 界 . 证 明 上 界 和 下 界 的 差 是 (J(5) - /a) ) 二 4 这 个 表达 式 叫做 由 左手 
规则 来 的 误 关 . 

(6) 对 区 间 1 < * < 3 上 的 函数 exp( 忆 ) , 求 ,使 得 由 左手 规则 来 的 误差 (在 (5) 中 定义 ) 小 
于 页 用 你 的 CAS 检验 . 

(7) 设 L 为 对 所 有 a < * < 满足 |F"(z) |< 工 的 任意 数 ,而 为 使 1/9 (x) |< MM 的 任意 数 


已 知 由 入 个 子 区 间 的 六 普 夺 法 产生 误差 的 绝对 值 最 多 为 = 名, 而 由 述 形 法 产生 误 


差 的 绝对 值 最 多 为 也 外人 
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(a) 用 N = 10 计算 | exp( 迪 )dz 的 绝对 误差 值 


(b)N 应 该 多 大 , 才能 保证 用 辛普森 法 计算 的 | exp( 过 )dx 的 绝对 误差 值 最 多 为 
0. 000 02? 

(8) 还 是 的 另 一 个 估 值 ,应 该 多 大 才能 保证 | 一 此 = 二 的 近似 值 的 绝对 误差 在 10” 以 
内 . 


一 % 十 1， 如 果 x < 1， 


(et 


(9) 设 f(x) = | 
(a) 用 入 = 10,40 时 的 辛普森 法 对 [ 7(x) 信人 
(b) 尽管 f(x) 不 是 可 微 的 ,你 能 找到 绝对 误差 的 一 个 界 吗 ?提示 :用 你 的 CAS. 
用 归纳 法 证 明 下 列 公 式 . 
(10) 2 (2n -1)=N. 
(11) > = 二 WN + 1)7(2N + 2N -1). 


bi 
(12) > 2n -1): = NAN -1 


Nn 


(13) Pn + 1)2 = NN+ 1) (N+2)(3N + 5). 


N 


(14) S$ nln = CN TT 


ts ee es 
Er -1) 4 2N(N+1) 
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1S$.1 微 积分 基本 定理 


在 例 14. 5 中 我 们 已 证 明 


[ed 二 五， 


而 且 更 进一步 在 $ 14. 3 的 习题 (4) ,(7) 和 (8) 中 也 看 到 


x 5 x k+l 
[人 
其 中 = 0,1,2,…. 在 上 面 的 所 有 例子 中 ,积分 的 导数 原来 就 是 我 们 进行 积分 
的 函数 . 这 提示 了 在 积分 和 微分 之 间 的 一 种 联系 . 回想 起 积分 是 面积 的 计算 而 
微分 则 是 曲线 的 切线 斜率 的 计算 . 这 样 两 个 似乎 过 异 的 计算 过 程 竟然 被 联系 一 
起 ,实在 非 同 凡响 ! 积 分 是 微分 的 逆 ( 即 反 导 数 ) 完全 是 非 显而易见 的 , 而 我 们 
现在 要 叙述 和 证 明 的 微 积 分 基本 定理 将 使 这 点 变 得 确切 . 
定理 15. 1( 微 积 分 基本 定理 ) 设 f(x) 为 a 与 6 之 间 的 区 间 上 的 连续 和 可 
微 的 济 数 . 于 是 存在 一 个 可 微 函 数 人 (x) , 它 在 此 区 间 上 具有 性 质 
f'(x) = f(x) 


以 及 
[4) ds = FOB) - Fla). 
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注 “基本 定理 所 提 及 的 函数 F(x) 被 称 为 一 个 反 导数 . 自然 要 问 , 反 导数 是 
否 唯一 ?事实 上 如 果 有 两 个 函数 只 和 到 使 六 (xz) = f(x) = (x), 则 必 有 
全 (机 (xs) -F(x)) = 0， 
因此 由 命题 7. 3 有 
F(x) - F(x) = e， 
< 为 某 个 常数 . 注意 ,不 管 是 哪个 反 导 数 , /53) - F(a) 的 值 总 是 一 样 的 . 已 知 反 
导数 F 和 下 ,由 于 Fi(x) - F(x) = c 对 某 个 常数 c 成立, 我们 有 
Fi(b) -F(a) =(F(b) +e) - (F(a) +e) 
=F,(b) - F,(c). 
基本 定理 让 我 们 快速 而 容易 地 计算 出 许多 积分 而 不 用 诉求 于 和 数 与 极限 
例 15.2 计算 xdx 


这 里 /(*) = *, 而 且 对 F(x) 的 一 种 可 能 的 选取 是 区 


_3_(-D): _ 24 
[ x‘ax = F(3)- F(-1) = 5 - rs 
例 15.3 计算 | (2 -2x + 1)dx. 
这 里 /(*) = *# -2x + 1 ,而 我 们 选取 的 反 导 数 为 F(z) = 答 - + x 我 们 
得 到 
[Ix ~ 2x + 1]dx = F(1) - F(0) = (去 -1 +1)-0 三 于 
例 15.4 计算 | cos(34) dx 
在 这 个 例子 中 /(x) = cos(3x) 而 F(x) = 工 sin(3z). 这 给 了 我 们 


feos(3x) ds = 天 (3T) - F(- 了 3) 


三 二 sin(9m) 一 3sin( 元 开 ) =— 于 
记号 ”以 下 面 的 格式 (利用 反 导 数 ) 写 出 积分 计算 现在 已 成 为 标准 的 常规 工 


作 了 :如 果 我 们 要 计算 Ax) dx, 且 F(x) 是 /x) 的 一 个 反 导 数 , 即 f'(z) = (4)， 
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我 们 则 写 下 
6 
[ad = F(x)| = F(b) -F(a). 
例如 ， 
3 x | 9 1 
J* |, = 去 -到 =4， 
以 及 


10 


4 
= +10-0 = 2510. 


A C+ sin(%) )e™ da 
如 果 P(x) 是 一 个 使 于 F(*) = (* + sin(*))e™ 的 函数 , 则 由 于 


「 + sin(x))e™dx = F(X) ~- F(1), 
我 们 有 
[x + sin(x))e™dx = (+ sin(X) )e™™. 


基本 定理 的 证 明 ”我 们 提出 一 个 对 图 像 在 x 轴 上 方 的 函数 的 证 明 . 这 个 限 
制 容 易 去 掉 ; 我 们 把 一 般 情形 留 给 读者 . 
对 在 区 间 a < X < 42 的 任意 X, 由 规则 


F(X) = [f(x) ds 


定义 一 个 函数 F(X). 注意 ,这 里 的 区 是 个 变量 , 它 与 积分 变量 x 完全 无 关 . 于 是 
F(X) 代表 了 对 a < x < 车 的 曲线 y = .Kx) 下 方 的 面积 


| 


| 


| 


| 


| 


| 


15.1 微 积分 基本 定理 :167 


我 们 知道 ,对 小 的 h, f(X +h) - F(X) 是 宽度 的 矩形 长 条 的 面积 : 


因此 ,由 于 /是 连续 的 ,对 充分 小 的 
F(X+h) ~ F(X) ~ hf(X). 


F(X+h) -FOX) 
bm h = A(X). 


因此 我 们 已 经 证 明了 玉 '(x) = f(x), 和 
[ad = F(X). (15. 1) 


由 此 得 到 


当 X = a 时 注意 F(a) = [f(x)dx = 0, 而 且 当 我 们 选取 X = 5 时 我 们 看 出 


[rod = F(b) = F(b) - F(a), 
这 是 因为 (正如 刚刚 看 到 的 那样 ) F(e) = 0. 


$15.1 的 习题 

计算 下 列 定 积分 . 

(D 130x 02) az 
fe 9 二 -二 
‘sf a + x)?dx. ‘fa + ad 


| Fa (af de 
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(9)[ «eae. (10) fx + md 
2 

GOD (+ 二 ja 0O2)f(* + 二 dx 

Vx-l 1 17 
(13) 人 二 4 (14) [= dx. 
1 [ 一 -as (16) [ (47 + x43) (和 -3)dx 
(15) TI )| xX + 
(17) [ (x + +3) * (Vx - 3)dx. (18) [sin(#) ox, 

本 本 
(19) | cos(4z)dx (20) | (cos(z) + sin(z) )dr 
(21) f (2sin(x) + secz(xz) )dx (22) fsee(#)tan(x) dx. 

4 3 


(23) 假设 我 们 知道 了 对 某 个 函数 f(t) 及 某 个 常数 c 有 
cos(x) +1= [AD 


求 At) 及 < 
(24) 假设 我 们 已 知 对 某 个 函数 f(t) 及 某 个 常数 c 有 


x +8 = [AD 


求 At) 和 <. 
在 下 列 习题 中 用 微 积分 基本 定理 求 下 列 函 数 的 导数 . 注意 ,我们 已 使 用 + 为 积分 变量 . 
(25) h(x) = VE Tdx (26)h(x) = sim(od 
上 2 2 
(27)A(z) = | cos(t) de. (28)h(x) = Fe 
4 10x 
(29) h(x) = sin( £2) dt. (30)h(x) = | (3 -Md 
Cosf x 


(31) 如 果 / 是 个 连续 函数 ,g, (x) 和 g(x) 为 可 微 函 数 , 则 函数 
(x) 
Nl [AD 


的 导数 是 
f(g(x))g's(x) -f(g (x)) g(x). 
请 验证 . 
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15.2 不 定 积 


我 们 现在 定义 符号 
Ax) dx 


为 了 的 一 般 反 导数 (回想 一 下 ,一 个 函数 的 反 导 数 F(x) 是 满足 1'(x) = f(x) 的 
函数 ) ,这 里 我 们 假定 了 反 导 数 在 某 个 区 间 有 定义 (这 个 区 间 可 能 会 也 可 能 不 会 
明确 提出 ). 如 果 F(x) 代表 f(x) 的 任意 一 个 特定 的 反 导数 ,那么 ,如 果 C 是 任意 
常数 , 则 F(x) + C 也 是 一 个 反 导数 而 且 最 一 般 的 反 导 数 将 具有 此 种 形式 . 因此 


fx)dx = F(x) + C， 
并 称 J/(x) dx 为 不 定 积分 . 当 上 下 限 a。 和 4 放 进 积分 号 时 我 们 则 得 到 


[f(x) dx = F(B) - F(a), 


它 被 称 做 定 积分 . 
例 15.6 不 定 积分 的 简单 例子 是 


(a) |eos(x)dz = sin(x) + C， (b) [二 de = ln(x) + C， 


(e) je"dx = 2 + C( 如 果 n 关 -1). 


$ 15.2 的 习题 

Bete 用 CAS 微分 此 结果 以 检查 你 的 答案 . 

(1) {£210 ; (2) [3 -党 )?dx 
es + 2sec’ (x) ) dx. (0 人 GE+ 去 ) 上 
(5)f0 -x) (1 -x) (1 x)dx. (6) [sec(x) tan( x) dx. 
(7)[( 二 + 广 + 坟 jdx (8)f /x dx. 


(9) { Ya G10) fa(* -) 
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1 fa(* - 直 ) 二 (12) [G1 - #) dx 
(13) |e ”dr (14) [cos( 5x) dx. 
(15) | 二 de (16) fsinh(z)dx 
(7)[(er + 2)dx (18) |Pxcos(z)dx 
(19) 3x°sin(# ) dx. (20) fare’ dr. 


15.3 用 换 元 法 积分 


设 F(x) 和 w(x) 为 可 微 函 数 . 回想 由 链 规则 有 
EP (us)) =f "(u(x) us). 
它 立刻 得 出 
JF’ (Cul) )u'(x)dr = Flu(x)) +C 


[f° Cua) ) wx) de = FOu(B)) - POu(a)) (15.2) 


例 15.7 计算 |[(x*? +5x - 1) 到 (3x* +5)dx. 
我 们 在 这 里 看 到 所 给 积分 有 形式 
us) ™ + w(x) dx, 
其 中 (x) = 过 +Sx 一 1. 如 果 设 A'(x) = x”( 因 而 (x) = xV101), 则 积分 
取 (15.2) 的 形式 . 我 们 看 出 
ux)™ u(x)dx= Flu(x)) +C 


本 u(x) 


~” 101 


_ (x +5x—1)"™ 
eS 101 人 


例 15.8 计算 [cos(* ~ e*+11). (9x’ - es)dx. 
在 对 此 积分 审视 一 番 时 我 们 很 快 看 出 9x -所 是 zx(x) = wx” -~ e*+11 的 导 
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数 ,面积 分 取 形 式 
JeosCu() Yu (x) dx. 
现 令 F(x) = sin(%)( 因 而/'(*) = cos(x) ) 我 们 得 到 具 形式 (15. 2) 的 一 个 积 
分 ,因此 
Jeos(x’ —e* +11). (9x: -er)dx = sin(z ~ e* +11)+C. 
前 两 个 例题 形象 地 解释 了 换 元 法 的 本 质 所 在 . 为 了 使 快速 计算 易于 进行 ， 


我 们 使 用 下 面 的 (非常 聪明 的 ) 记号 技巧 . 当 我 们 重 写 记 号 
du 


下 = u'(%) 
为 
du = wu’'(x)dx 
时 , 则 可 以 重 写 方程 (15.2) 为 
je ) 9 fa (15.3) 
= F(u) +C. 


记 住 这 个 公式 并 返回 到 例 15. 8 的 不 定 积分 ， 
feos(x’ ~ e* +11) . (9x’ ~ e*)dx. 
如 果 令 ww = x” -e+11 以 及 du = (9xs -er)dx, 则 
feos(e ce 4 1) (9 -ed= feos(u) qu 


= sin(u) +C 
= sin(xz -er +11) +C. 
提问 ”你 如 何 编制 一 个 CAS 程序 ,使 它 能 够 用 换 元 法 进行 积分 ? 
回答 ”在 扫描 一 个 像 
je 。 (12x’ + 6x2)dx 


这 样 的 积分 时 ,CAS 必须 努力 造 出 一 个 替换 . 有 两 个 大 体 上 容易 看 得 出 的 可 能 性 ; 
(1)u = 3x" +2x +3, 以 及 du = (12x’ + 6x? ) dx ,或 者 
(2)u = 12x3 + 6x2 ,以 及 duw = (36x’ + 12x ) dx， 
显然 ,第 二 个 选择 使 我 们 不 知 所 措 ( 它 很 像 是 用 错 一 把 钥匙 去 开锁 ). 第 一 个 选 
择 把 此 积分 变换 成 了 一 种 可 处 理 的 形式 ， 
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[ed = e+C= e310. 
注 ”实际 要 在 一 个 CAS 上 对 这 样 的 步骤 编制 程序 是 很 不 平凡 的 事 , 但 它 
可 由 一 种 称 为 模型 匹配 (pattern matching) 的 方法 做 成 . 
例 15.9 计算 | sin( n(x — 2x)) . (4x’ — 1)dx. 
这 里 我 们 令 w = 7(x”- 2x) ,从 而 
du = mT(8x" -2)dx = 2m(4x7 - 1)dx. 
当 x = 0 时 ,wu = 0, 当 x = 1 时 ww =-T. 此 积分 变换 成 


pe E du 
NsinCns 2x)). (4 > Dey = [ sin(w) 2— 
_ ~ cos(u) 


四 2T 0 
”一 cos(-T) -(-cos(0)) 
> 27 


= 各 


例 15.10 计算 积分 


上 i 


这 里 我 们 设 w(1) = 1 +e', 而 du = e'dt. 当 1 = 1 时 wu = 1 +e, 而 当 t = 3 


时 ww = 1 +e3. 因 此 
ef _ 1 du 
[m= wu 


l+e Yl +e 
注 ”在 这 个 特定 的 例子 中 ,另外 容易 看 出 的 替换 也 行 得 通 . 如 果 我 们 设 
& = e', 则 此 积分 变 成 
下 du 
(1 + wu)?’ 
而 替换 v = 1 + wu,dv = du 将 完成 计算 . 
警示 换 元 法 不 是 万 能 的 工具 ,不 是 总 可 行 的 . 例如 ， 如 果 我 们 考虑 积分 
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[x + 3x +2) (x + 5x) dx, 
没有 有 用 的 替换 映 人 有 眼帘. 然而 它 可 以 直接 乘 开 来 积分 (或 许 并 不 那么 灵巧 ) 
(x+3x+2)(x +5x) = x +5x +3x’ +17x + 10x， 
然后 一 个 一 个 的 积分 ， 


[lx + Sx +3x +17x2 + 10x]dx = 5 .7.3.4.17 


2 2 1/ 3 2 
8 + + + 本 +5x +(， 


§ 15. 3 的 习题 


计算 下 面 的 定 积分 和 不 定 积分 . 用 CAS 微分 你 所 得 到 的 反 导 数 以 检查 你 的 答案 ， 


(1) 13x +4)7dx, 


(3)| 7+4 2x +4 


x +4x+18 ji 


(5) fxsin( x’ ) dx. 
(7) |xe™™ dx. 

(9)[ el - er)dx. 
(11) fx Ve = Tax. 
(13) /二 = 和 x 
05) Sar 
(7)| sin(x) 


(1 + cos(x) 


(19)| 1 + Vxdx. 


Cf A 


(23) fz VX — 4dx. 


(25) [tan( x) dx. 


(2) [eos( 2x ) dx. 
(4) [ xsin(2x — 3)dx. 


oa 


(8) [eax. 


下 
( 10) 人 e™cos(x) dx. 


-3 lx 
(12)f, td 


(14) | + VX) dx. 


me 
(18) |(sin(z) )3dx. 
(20) 六 MA + azdx， 


sin(x) 
(2)] (cos(x) 2 


COS(x 
(24) [sae 


(26) f(x ++ - 1)2x -二 dx 
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1 + vx) 
27) dx. 
国 衣 2 


1 2x 
(29)[ pr 7dx 


{31) |e*cos( e* ) cost{ sin(e’ ) ) dx, 
(33) | + 村) .cos(1 + +x) dx 


(35) cosh(x)sinh (x) dx. 


15.4 ”分 部 积分 


(28) [> VE + 1dx. 
(30) le’sin(e’ ) dx. 
(32 ) sec2(Sx ) dx. 


1 
(34) 上 sinh( 2x) dx. 


设 u(x) 和 w(x) 为 区 间 a x < 5 上 的 可 微 函 数 . 乘积 规则 告诉 我 们 


2) 0%) + u(x) (x) = E(x) az) 


对 其 两 边 积分 ,得 到 


fu Cx) v(x) ds + Ju(x)v'(x) dx = u(x) v(x) + OC, 


[w(x)o(r) + [ uC) v(x) ds = u(b)v(b) -ul(a)v(a). 


上 面 的 公式 通常 写成 一 个 紧凑 的 形式 


fw = 


它 有 简单 易 记 的 好 处 , 称 为 分 部 积分 . 
例 15.11 “计算 |xedx， 


-2x ~ 
[se dx=% 
u 天 u 


注 ”你 应 该 用 证 明 


A 


-2x 
€ 


这 里 我 们 设 4 = x,v = e*. 于 是 uw = 1 而 v = 2 


(15.4) 
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的 方法 来 检验 你 的 结果 . 

这 个 问题 非常 具 启 发 性 . 一 旦 你 在 对 两 个 函数 的 乘积 进行 积分 ,尝试 一 下 ， 
分 部 积分 法 是 值得 的 (常常 是 第 一 次 尝试 并 不 成 功 但 第 二 次 就 行 了 ). 正如 我 们 
在 下 一 个 例子 中 将 看 到 的 ,即便 在 此 方法 似乎 失效 时 ,就 是 说 留 给 你 的 是 另 一 
个 并 非 显然 可 算 的 积分 时 ,分 部 积分 法 可 对 第 二 个 积分 施行 从 而 完成 了 计算 . 


例 15.12 计算 |x sin(2x)dx. 
如 果 设 ww = x ,v= sin(2x), 则 w = 2x,v = -cos(2x)/2. 那么 分 部 积分 给 
出 了 
| sin(2x)dx = x* : (— cos(2x)/2) - | (2x) : (~ cos(2x)/2)dx 
A ee MM 


_ -Ycos(2x) 
站 +| 


xcos( 2x) dx. 


到 了 这 步 也 不 像 完成 了 很 多 工作 ,但 是 再 看 看 . 我 们 原来 的 积分 含有 x* ,现在 已 
转变 为 一 个 相似 的 积分 但 只 含有 x 的 较 低 次 蜂 ( 即 x 的 一 次 瞪 ). 这 提醒 我 们 ,以 
同样 的 方式 进行 第 二 遍 , 便 会 达到 目的 : 
站 cos(2x)dx = x* (sin(2x)/2) - | » (sin(2x)/2)dx 
9 和 
_ 2 2x) “9 i 
因此 
fesin(2x) dx . — x cos(2x) + Xsin(2x) cos(2x) + C 
过 2 4 l 


例 15. 13 计算 [xln(x) dx 


这 时 如 果 我 们 选 w = x, 以 及 v" = In(x) 真 的 会 什么 也 做 不 成 了 ( 见 例 15.4). 


但 是 如 果 我 们 试用 = ln(x) ,v” = x, 则 w= I = xz/]2 ,并 且 


加 和 1 x’ 
|s In(x)dx = ln(x): py = 二 Fd 
了 u u tml = 一 eal 

和 
二 下 | 
= ln(x) 7 {Zax 
_ Xln(x) x? 
= 7 4 +C 
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例 15. 14 计算 [ln(*)qx. 


初 看 起 来 ,此 积分 并 不 是 以 胶 积 形式 出 现 的 . 但 有 一 个 吸引 人 的 技巧 让 我 
们 能 使 用 分 部 积分 : 设 v =1 而 wu = ln(x). 于 是 uw” = 1/x,v = x, 从 而 


[ln(x) + 1dx = In(x) 二 xd 
md or ed i bd 下 
ue v u 了 ~ 和 
= xln(x) ~-x+C. 


当然 ,分 部 积分 可 用 于 计算 定 积分 ,这 正 是 我 们 在 下 面 例题 中 将 看 到 的 . 
例 15. 15 计算 | (n(x) +2)dx. 


赁 经 验 ,我 们 设 x = (ln(x) +2),o =x, 从 而 w = 1/x,v = 妇 ]3. 并 且 我 
们 分 部 积分 : 


{ ¥ Ln) +2)dx= (ln(z) +2) 字 ; 


一 本 


i | 
tr 


CE 条 


= (ln(4) +2) 16-2-[ Sar 


3 
= 16ln(4) + 30 - 和 让 二 


9 
最 后 一 个 例子 是 分 部 积分 法 的 精妙 展示 . 
例 15.16 计算 | cos xe™dkx. 


如 果 设 uw = cos x,v' = e“ ,我们 便 把 此 积分 变换 成 了 一 个 相 类 似 的 积分 ,只 
不 过 用 sin 代替 了 cos. 这 暗示 第 二 次 分 部 积分 会 产生 又 一 个 有 同样 结构 的 积分 
但 包含 了 cos. 

第 一 次 分 部 积分 


一 加 i 硫 es bt Ee Po ER eA 
| sos ed = cos# {-e™) sin 4) (一 ee 二 )dx. 
vy v 4 Y 
第 二 次 分 部 积分 

[sinx edx = sinx{({—-e™) - [cos (~ e™)dx 

re et A 

L SD 

= 一 Sin Xe 一 + Jeos xe “dx 


结合 前 两 个 公式 我 们 得 到 了 令 人 瞩目 的 等 式 
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Jeos xe “dx = (—cosx+sinx)e™” -— Jeos xe “dx, 


它 可 重 写 为 
2jeos xe “dx =(-cosX +gsinx)e+C 
故而 
Jeos xe “dx = 3( — cos(x) + sin(x))e ”+C. 
§ 15. 4 的 习题 


用 分 部 积分 法 计算 下 列 不 定 积分 . 用 CAS 微分 这 些 结果 以 检验 你 的 答案 . 在 做 分 部 积分 前 某 
些 问 题 可 能 需要 做 一 个 预先 的 换 元 . 


(1) {xcos(x) dx. (2) |(2x + 1 ) edx. (3) (x?e*dx. 

(4) [xln(2x’ ) dx. (5) [CIn(x))?d. (6) [cos( Vx) dx. 

(7) [eax. (8) [xsinh(%) dx. (9) |(sin(z) )?dx 

(10) |x*1n(x) dx. (11) |xcosh( 5x) dx. (12) |cos(4%)sin(2x) dx. 
(13) [5x ~ 3)1n(3x)dx. (14) [x’?e” dx. (15) |x’”! cos(2x! ) dx， 


(16) 证 明 对 所 有 n 0， 
产 ed = x"e” 一 ne erdx. 
(17) 证 明 对 所 有 n > 1， 
[Gsin(s))"de = £1 (sin(x)) "de 
0 | sin(x)) 


对 n > 2 的 奇 整数 n, 推 导出 沃 利 斯 公式 
全 (sin(z))"dz = 二 46…(n 1) 


3.5.7..7 


15.5 ”微分 方程 的 基本 原理 


设 y = Nax) ,7 = 太 (z), =/"(x)… 为 一 末 知 函数 y = Kx) 的 依次 的 各 
阶 导 数 . 我 们 将 y,y' ,”… 看 作 是 未 知 变量 . 
定义 ”一 个 微分 方程 是 一 个 包含 导数 y,y',y",… 和 <* 的 一 个 方程 式 . 
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例 15.17 方程 
y’ -2x =0,y -yy -3x -6x=0,y-(4x +x)y=0 

都 是 微分 方程 . 

定义 ”一 个 微分 方程 的 解 是 一 个 函数 J(x)( 它 多 次 可 微 ), 它 具有 这 样 的 性 
质 , 即 当 替换 y = f(x),y = '(*),y” =f "(x) 等 等 时 ,此 微分 方程 成 为 恒等式 . 

例 15.18 解 微分 方程 y' -2x = 0. 

要 解 此 微分 方程 我 们 需要 一 个 函数 y = f(x) 使 得 1'(x) = 2x. 在 此 等 式 两 
边关 于 x 取 积 分 ,我 们 得 到 


(x) ds = [2xdx, 


f(x) =x +C, 
其 中 C 为 一 任意 常数 . 为 检验 y = x ”+ C 是 解 ,我 们 只 要 以 Kx) = x* + C 替换 


微分 方程 中 的 y: 
(x +C)’' -2x = 2x -2x =0， 


从 而 我 们 事实 上 得 到 了 一 个 恒等式 . 
例 15.19 验证 函数 y = e” 是 微分 方程 多 - (4x? + 2)y = 0 的 一 个 解 . 
在 此 微分 方程 中 以 e” 替换 y 产生 了 想 要 的 恒等式 
y ~ (4x +2)y= (4x > — (4x +2) < 


= 0. 

我 们 已 经 看 到 ,甚至 当 微 分 方程 似乎 是 具 简 单 形式 时 ( 像 例 15.18 中 y' -2x =0 
那样 ) ,也 有 无 穷 多 个 解 . 事实 上 ,y = x* + C 对 任意 常数 C 都 是 一 个 解 . 要 确定 C 
的 值 ,必须 给 出 一 点 附加 的 信息 . 在 此 例 中 ,y(0) = C; 因 此 如 果 知道 函数 在 0 
点 的 值 我 们 便 能 得 到 此 微分 方程 的 一 个 唯一 的 解 . 

定义 ”微分 方程 的 一 组 初始 条 件 是 一 组 解 的 导数 的 已 知 值 ， 

YY(0) ,7 (0) ,7 (0) 
可 以 指出 ,一 般 来 说 如 果 一 个 微分 方程 有 一 个 解 , 则 事实 上 它 就 有 无 穷 多 个 解 ， 
除非 给 出 了 某 些 初始 条 件 . 
例 15.20 解 微 分 方程 
yY -3(x +1) = 0. 
初始 条 件 为 y(0) = 2. 
我 们 要 找寻 一 个 函数 y = f(x) 使 得 /(0) = 2 是 
f'(x) =3x +3. 
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对 此 方程 两 边 取 积分 时 我 们 看 到 
f(x) = x +3x+C. 
我 们 可 以 通过 计算 函数 /在 x = 0 的 值 确定 常数 C. 因此 我 们 知道 了 1(0) =2 = C， 
而 我 们 得 到 的 结论 是 此 微分 方程 的 解 是 y = x? + 3x +2. 
没有 解 任 意 微分 方程 的 已 知 方法 ,而 且 求解 已 知 微分 方程 的 算法 问题 是 极 
其 困难 的 . 但 是 有 非常 大 量 的 技术 已 经 发 展 起 来 ,以 解决 特殊 类 型 的 微分 方程 . 
作为 此 学 科 中 一 个 基本 方法 的 例 示 ,我 们 要 考虑 分 离 变量 方法 . 
考虑 具有 形式 
y -p(x)g(y) =0 
的 微分 方程 ,其 中 p(x) 是 只 涉及 x 的 任意 函数 ,而 g(y) 是 只 涉及 y 的 任意 函数 . 
假设 y = f(x) 是 此 微分 方程 的 一 个 解 . 立即 推出 1'(x) = p(x)g(f(x)) ,或 者 


AA) = p(x) 
gqg(f(x)) 
积分 此 方程 的 两 边 则 产生 了 
[iu = Jp(o)de (15.5) 


暂时 集中 注意 于 左 端的 积分 ,这 时 有 一 个 顺手 的 自然 换 元 : 当 我 们 设 y = f(x)， 
dy = (xz)dx, 从 而 (15.5) 成 为 


人 jp)dx (15.6) 


如 果 我 们 能 计算 出 (15.6) 的 积分 ,就 解 出 了 我 们 的 微分 方程 . 我 们 将 这 个 讨论 
概括 于 下 面 的 算法 中 . 
分 离 变 量 算法 


步骤 1 A 


步骤 2 ”同时 积分 方程 两 边 : | -2 


步骤 3 解 出 7. 
例 15.21 解 方程 y - 6xy = 0. 


步骤 1 人 


a PO 


步骤 2 | = ln(y) = Jéxdx = 3x +C. 
步骤 3 y= eae2tC 
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例 15.22 以 初始 条 件 y(0) = 2 解 微分 方程 y - (3x +3)y = 0. 
步骤 1 全 = (3x? + 3)dx. 


J 
步骤 2 [时 = = fr +3)dr = +3x+C. 
y 小 
-1 
步 时 3 y x +T3x +C 


初始 条 件 7(0) = 2 ,意味 着 C = - 二 


§ 15. 5 的 习题 


解 下 列 微分 方程 . 给 出 通 解 ( 指 带 任意 常数 的 解 ). 如 果 已 知 了 初始 条 件 , 确定 C 值 . 用 你 的 
CAS 将 你 的 管 案 代 回 此 微分 方程 进行 检验 . 


(Dy = +2y+l. (2)y' = 5y +2,(Y(0) = 1). 
(3) 开 = 1+2z + 地 (4) 于 -所 = 1,(7(0) = 1 
(6) YE = \/ 5,(7(0) =2). 
(7) 吾 = zy(e +3) (8) 企 ago «1) 
Ot) E+ -0 (10) 名 -32y = 0,(y(0) = 3). 
Dr (12) 是 = ,yD) = 8). 


15. 6 ”指数 式 增长 和 指数 式 衰减 


设 f(1) 表示 一 个 时 间 : 的 函数 . 陈述 : 
及 以 与 太 纪 成 比例 的 比率 变化 (ls) 
表明 存在 一 个 常数 K( 称 为 比例 常数 ) 使 得 
f(t) = 天 At)， 
满足 (15.7) 的 函数 经 常 出 现在 科学 .工程 和 经 济 学 中 . 如 果 我 们 记 y = f(i) , 则 
(15.7) 导出 了 微分 方程 y”= Ky, 其 解 为 y = Ce*. 注意 到 常数 C 可 令 # = 0 得 
到 ,因为 y(0) = C. 重要 之 处 在 于 了 解 到 ,一 旦 遇 到 陈述 (15.7) 则 它 可 以 表示 
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为 微分 方程 . 

例 15. 23( 指数 式 增长 ) ”在 某国 所 作 的 人 口 调查 表明 人 口 数 为 3 百 万 . 一 
年 后 发 现 人 口 数 为 3.3 百 万 . 假定 人 口 是 以 其 本 身 大 小 成 比例 的 比率 增长 的 , 求 
在 原来 的 人 口 调查 5 年 后 的 人 口 数 . 

设 p(t) 代表 在 那 次 人 口 调查 后 七 年 的 人 口 数 . 于 是 p(0) = 3,p(1) = 3.3， 
单位 为 百 万 人 . 假设 入 口 数 以 与 其 大 小 成 比例 的 比率 增长 导出 了 微分 方程 . 


dp -_ 
Pi 


其 中 为 某 个 常数 . 解 此 微分 方程 ,我 们 得 到 
d 
人 = [Kdt 
lIn(p(t)) = Kt + C, 
p(t) = Coe”, 
其 中 C。= e“. 条 件 p(0) = 3 表明 C。= 3, 因 而 p(t) = 3e*. 要 求 出 K 我 们 用 假 
定 条 件 p(1) = 3.3: 


K = jn(1.1) 
我 们 推断 出 p(t) = 3e™” = 3 x (1.1)' 而 p(5) ~ 4.8315 百 万 人 . 
例 15. 24( 指数 式 衰减 ) ”一 只 艾 丽 丝 漫游 奇 境 的 兔子 原来 为 3 英尺 高 而 在 
10 秒 钟 内 缩 成 了 2 英尺 高 . 假设 这 只 兔子 以 与 其 高 度 成 比例 的 比率 收缩 ,那么 
它 变 为 6 英寸 高 要 多 长 时 间 ? 
设 h(t) 为 这 只 兔子 + 秒 后 的 高 度 . 于 是 h(0) = 3,h(10) = 2. 另外 我 们 得 


知 对 某 个 常数 K 有 = Kh. 像 前 面 那 样 解 出 微分 方程 得 h(t) = Coe* ,其 中 
Co = h(0) = 3, 因 而 h(t) = 3e™. 为 了 找到 KK, 我 们 用 假定 条 件 h(10) = 3e'* = 
2, 得 到 


10K 
e 


2 
3 3» 


10K = In( 孝 ) 


3 
天 = i6m (2): 
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我 们 的 结论 是 h(!) = 3 ， (全 ) . 要 知道 此 免 花 多 少时 间 缩 成 了 6 英寸 ( 即 二 
英尺 ) 高 ,我 们 必须 解 方程 
1 2 
(a 


方程 两 边 除 以 3 并 取 自 然 对 数 ,产生 了 


推广 了 (15.7) 的 一 个 陈述 是 : 
f(t) 以 与 f(t1) -了 成 比例 的 一 个 比率 变化 (15.8) 
其 中 心 的 一 常数 . 这 导致 了 微分 方程 
(0 = K(f(t) -8), 
其 中 kK 是 比例 常数 . 令 y = (4) ,我 们 的 新 微分 方程 具有 形式 
y = Ky-Kb, 
其 解 由 
y= Ce”*+b 
给 出 ,其 中 C 为 常数 ( 它 在 指定 了 初始 条 件 下 可 以 被 确定 ). 
例 15.25 一 间 茶 馆 的 室温 为 70 华氏 度 . 侍者 倒 了 一 杯 (几乎 ) 沸点 的 热 
茶 . 假设 茶 冷 却 的 速率 与 茶 的 温度 和 环境 温度 之 差 成 比例 . 进一步 假定 在 1 分钟 
后 茶 冷 却 到 了 140 华氏 度 . 确定 在 任意 指定 时 间 上 此 茶 的 温度 . 
设 T(t) 代表 这 杯 茶 在 时 间 i 的 温度 . 由 假设 条 件 ， 
T(t) = K(T(t) -70) 
其 中 大 为 一 个 常数 . 因此 7(1) = Ce + 70. 由 于 7(0) = 210, 我 们 知道 了 
C = 140. 进而 ,因为 7(1) = 140, 我 们 有 
140 = 140e“ + 70， 


即 K = In(#) 我 们 最 后 有 7(1) = 140 x 2 + 70. 
§ 15.6 的 习题 


(1) 人 口 调查 表明 某国 有 人 口 1000 万 . 15 年 后 加 倍 到 2000 万 . 假设 人 口 数 以 与 其 人 口 数 成 比 
例 的 比率 增加 . 人 口 再 次 加 倍 到 4000 万 要 花 多 长 时 间 ? 这 个 国家 有 10 亿 人 要 多 长 时 间 ? 
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(2) 培养 中 的 细菌 总 量 以 与 细菌 显现 的 总 量 成 比例 的 比率 增加 . 假定 这 次 培养 从 10 000 细菌 
开始 并 在 2 小 时 后 增加 到 30 000 ,12 小 时 后 种 群 数 为 多 少 ? 

(3) 放射 性 碳 的 半 惠 期 是 5568 年 . 这 是 此 物质 的 总 量 衰减 为 它 原来 大 小 的 一 半 所 需要 的 时 
间 数 . 同时 也 知道 衰减 率 在 任何 已 知 时 间 显示 的 量 成 比例 . 
在 一 处 考古 点 发 现 了 一 些 放 射 性 碳 , 并 已 衰减 到 它 原来 大 小 的 10%. 假设 放射 性 碳 的 样 
本 是 在 考古 点 形成 时 就 已 被 置 于 其 中 ; 试 决定 此 考古 点 的 年 代 . 

(4) 一 家 得 克 萨 斯 石油 公司 设计 了 一 种 油泵 , 它 可 连续 地 由 一 口 井 内 以 留 在 井中 的 油 量 成 
比例 的 比率 泵 出 油 来 . 开始 时 ,此 井 含 有 3 百 万 加 仑 而 5 年 后 尚 存 2.5 百 万 加 仑 油 . 
(a) 从 此 并 中 抽出 2 百 万 加 仑 油 需要 多 长 时 间 ? 


(b) 什么 时 候 只 有 六 百 万 加 仓 油 残存 于 并 中 ?此 时 油 以 什么 速率 被 抽出 ? 


(5) 牛顿 的 冷却 定律 说 ,一 个 物体 冷却 的 速率 与 此 物体 的 温度 7(1) 和 环绕 它 周围 介质 的 温 
度 7 之 差 成 比例 . 
(a) 写 出 并 解 出 7T(1) 的 微分 方程 . 
(b) 一 个 饭店 内 的 温度 为 70T ,而 侍者 倒 出 一 杯 沸水 茶 (212 下 ). 在 1 分 钟 内 此 茶 冷 却 至 
160 下. 此 杯 茶 达到 120 下 时 要 花 多 少时 间 ? 

(6) 一 个 软件 制造 商 想 要 找到 一 个 数学 模型 以 确定 普通 人 掌握 他 的 新 软件 需要 多 长 时 间 . 他 
们 发 现 学 会 的 速率 与 100 -L(4) 成 比例 ,其 中 L(1) 代表 在 时 间 : 所 学 会 的 程序 的 百分比 (0 
到 100% ). 那 就 是 说 ,在 一 开始 时 学 习 很 快 而 当 L(1) 趋向 于 100% 时 则 变 得 很 小 了 . 
(a) 写 出 并 解 L(t) 的 微分 方程 . 
(b) 假定 一 开始 这 位 普通 人 对 此 软件 一 无 所 知 并 在 3 小 时 后 掌握 了 它 的 25%. 掌握 90% 
要 花 多 少时 间 ? 
(e) 如 果 此 新 软件 被 一 位 以 前 买 过 此 公司 其 他 软件 产品 的 用 户 买 去 , 发 现 新 软件 的 
30% 是 过 去 已 经 知道 的 . 假定 学 会 50% 时 花 了 2 小 时 , 问 学 会 90% 要 花 多 少时 间 . 
(d) 解释 一 下 ,为 什么 此 数学 模型 对 非常 大 的 上 失效 . 
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0) 设 fx) = 广 ~exp(-#) 及 F(x) = [f(Dae 


(a) 在 何 处 增加 , 何 时 减少 ? 
(b)F 在 何 处 四 向 上 , 何 处 加 向 下 ? 
(e) 何 处 是 的 判别 点 ?用 你 的 CAS 检验 
(2) 证 明 F(x) = 作 ， ne i EE 2 国光 全 
-x,， 如 果 x <0 -x+4， 如 果 x <0 


都 是 函数 /(x) = {| 如果 ”的 反 导数 ,但 是 C(x) x F(x). 请 解释 


-1， 如 果 x < 
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{3) 解 初始 值 问 题 ,y' - xexp(y) = 2exp(7Y),Y(0) =1. 
(4) 求 在 *y -平面 上 的 一 条 曲线 , 它 通过 点 (1,1) 并 且 它 在 点 (xz,y) 的 法 线 斜率 为 - ee 


(G32) 


(5) 证 明 [x"dr = 一 ix" 提示 :用 归纳 法 . 


假设 F(z) = [f(t) dt, 其 中 /1) 如 右 图 


回答 下 列 问题 . 
(6) 计算 P(1)，F(2)，F(3) 和 F(4). 
(7) 用 基本 定理 求 F(x) 的 判别 点 . 
(8) 天 在 何 处 增 大 , 何 处 减少 ? (1, -2) 
(9) 你 能 写 出 下 的 一 个 代数 表达 式 吗 ? 
解 一 个 微分 方程 如 果 不 是 不 可 能 的 话 也 经 常 是 非常 困难 的 . 但 是 通过 分 析 微 分 方程 本 身 我 
们 或 许 能 够 得 到 可 能 的 解 的 一 个 非常 好 的 图 形 . 例如 考虑 方程 yY' = y(2 -y) ,y(0) = 3/2. 于 
是 Y(0) = y(0)(2 -y(0)) = 3/4 > 0, 故 在 xz = 0 附近 y(x) 增加 . 由 于 y = yY(2-y) 故 7 
<2 时 y >0, 那 么 y(x) 在 3/2 <y <2 是 增加 的 .y 能 够 大 于 2 吗 ?由 于 y = 2 时 y = 0, 而 
对 y < 2(y 在 2 附近 ),y > 0, 而 且 y > 2 时 y” < 0, 因 此 这 是 不 可 能 的 ;由 一 阶 导数 判别 法 ， 
y = 2 必定 会 是 一 个 极 大 值 . 

取 导 数 我 们 得 到 y"” = y(2 -y)(2 -2y). 因此 对 3/2 <y <2 有 y < 0, 从 而 图 像 是 止 向 
下 的 . 现在 我 们 可 勾画 出 此 图 : 


y'=y(2-») 
yp (0)= 3/2 


对 于 下 面 的 微分 方程 ,勾画 出 对 应 于 所 给 两 个 初始 条 件 中 每 一 个 的 可 能 解 . 
(10)y’ = (y -2)(y -4),y(0) = 1,y(0) = 6. 

(11)y’ = -7Y(1 -7),7(0) = -2,7(0)1/4. 

(12)y = y(y -2)(y -5)(y +3),7y(0) = 1,y(0) = 3. 
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16.1 函数 的 平均 值 


给 出 一 组 数值 (例如 考试 分 数 ) ,譬如 
100 ,87 ,92 ,53 ,67 ,66 ,42 ,92 ,85 ,73 ,76， 
我 们 可 以 容易 地 (使 用 CAS) 算出 平均 值 


二 (100 +87+92+5S3 +67 +66 +42+92 +85 +73 +76) =75.73. 


尽管 它 简单 ,但 从 统计 的 观点 看 ,平均 值 是 个 至 关 重 要 的 量 . 一 组 数 的 平均 值 的 
自然 推广 是 在 区 间 a < x < b 上 一 个 连续 函数 /(x) 的 平均 值 的 概念 : 一 个 试图 
计算 此 平均 值 的 方式 是 w 个 等 间隔 的 点 


a<x <X,<.… <xy = 5b, 


并 且 计算 平均 值 
EA 
由 假定 ,这 些 点 由 下 面 给 出 : 
XI! = C 十 = +2 7 二。， “XN =a+N, ee = 


从 而 平均 值 由 
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工 S -ly ba 16. 1 

NL/m) = WA tn se) (16.1) 
给 出 . 当 我 们 让 N 一 % 的 上 面 的 和 数 (16. 1) 产生 出 对 函数 f(x) 的 平均 值 的 越 
来 越 好 的 估 值 . 当 我 们 用 (16. 1) 与 作为 和 的 极限 的 积分 定义 ( 见 $13.3) 作 比 
较 时 ,我 们 便 引导 向 定义 f(x) (对 a x < 5) 的 平均 值 为 

1 b 
b-— a f(s) de 
例 16.1 y =x 在 2 志 x <5 上 的 平均 值 是 什么 ? 
此 积分 的 平均 值 是 积分 
1 1 x | 117 
5h 

例 16.2 y = cos(Tx) 对 0 < x 到 于 的 平均 值 是 什么 ? 
这 里 的 平均 值 是 


13. 


二 
1 b sos(mz)dx 加 二 sin( ns) 半 3 
人 0 
3 
例 16.3 计 e 对 1 <x < 21 的 平均 值 . 
这 时 的 平均 值 是 (借助 于 我 们 的 CAS) 
1 
37) ed = (eo -0) ~ 65 940 786.59 
$ 16. 1 的 习题 
计算 下 列 连续 函数 在 指出 的 区 间 上 的 平均 值 . 
(DA(x) = 妇 ,10 < x < 15. (2)f(x) = x,100 < x < 121. 
(3)/(x) = cos(x), 和 (4)f(x) = e’,2<x<7. 
(S)f(x) = xe™.l <x<3. (6)f(x) = xsin’ (mx),0 <x <2. 
(7T)f(x) = 二 ,esx se (Bf(x) = 10°,1 <xy<5. 
(9)f(x) = sin(x),0 <xe<7. (10)f(x) = x ,100 < x < 200. 


16.2 计算 面积 


设 岂 xz) 和 g(x) 是 区 间 a < x < 5 上 的 可 积 函 数 . 有 两 种 可 能 的 场景 . 或 者 


16.2 计算 面积 .187. 


它们 不 相交 (互相 交叉 ) , 这 时 一 条 图 像 在 另 一 条 之 上 , 辟 如 f(x) > g(x)， 
4a sx 4; 或 者 它们 相互 交 于 一 个 或 多 个 点 . 


在 第 一 种 情形 ,| /(4) dx 是 y =/(*) 下 方 的 面积 而 | g(x) dx 则 是 y = g(x) 
下 方 的 面积 
因此 在 [和 & 图 像 之 间 的 区 域 4 的 面积 由 相 减 给 出 : 


面积 (4) = [| (f(x) - g(x) ) dx. 


注 ”即便 一 条 或 两 条 曲线 位 于 * 轴 下 面 ,此 公式 在 稍 作 修改 后 仍然 适用 . 
例如 ,在 下 面 的 情形 . 


面积 (4) + 面积 (B) = [f(x)dx - [g(x) de, 
这 是 因为 
[g(x)ax = - 面积 (8). 


如 果 我 们 插 进 绝对 值 的 符号 于 积分 两 边 , 则 我 们 得 到 对 任意 两 个 不 交 函 数 
都 有 效 的 公式 (不 管 哪 一 个 函数 在 哪 一 个 之 下 或 者 是 否 它们 都 在 * 轴 下 方 ) 


上 woo -en)az| (16.2) 
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例 16.4 求 在 曲线 y = x* 和 y = 2x + 1 之 间 的 区 域 当 2 < x < 3 时 的 面 


积 . 
首先 注意 x* > 2x +1 在 2 大 * < 3 时 成 立 ,这 在 下 图 中 能 够 看 出 . 


于 是 面积 4 可 用 我 们 的 公式 计算 : 
面积 (4) = | (x: - (2x +1))dx= ( 生 - -4 )| = 
现在 转向 我 们 的 第 二 个 场景 , 即 所 讨论 的 曲线 相互 相交 的 情形 (可 能 交 成 
许多 点 )， 


在 这 种 情形 中 曲线 之 间 的 面积 直接 由 更 小 的 一 些 面积 的 和 给 出 ,在 上 图 中 有 描 
画 , 即 

面积 (4) + 面积 (8) + 面积 (C) + 面积 (D). 
为 了 高 效率 地 计算 此 面积 ,我 们 首先 求 出 这 些 曲 线 的 交点 ,在 目前 的 情形 即 p,q 
和 ,而 后 用 我 们 已 导出 的 在 完全 不 相交 情形 下 的 公式 计算 各 个 面积 . 这 等 于 计 
算 


面积 (4) = |[ (Ax) - e(x))dz|， 
面积 (B8) = |f oe) -eg(z))dr|， (16.3) 
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面积 (C) = |f uw) -s(o)dz|， 


面积 (D) = |[ V(x) -eg(z))dz| 


注意 ,我们 将 绝对 值 符号 包 住 了 我 们 的 积分 ,从 而 避免 了 哪 条 曲线 在 上 的 
问题 . 

例 16.5 求 在 曲线 y = sin(x) 和 y = cos(x) 之 间 在 区 域 0 <x < 2f 之 
上 的 面积 . 

如 果 在 我 们 的 CAS 上 同时 画 出 这 两 条 
曲线 , 则 将 得 到 右 图 . 这 两 条 曲线 交 于 两 个 
点 了 ,9, 有 三 个 要 分 开 计 算 的 区 域 . 点 p 和 4 
对 应 于 方程 


sin(x) = cos(x) (0 <x <27) 

mo {mn V2 5m _V2 
mi- (区 他 - 约 
于 是 我 们 有 


面积 (4) = | [csinGs) — cos(x) )dx| 
| -1, 


= | — cos(x) — sin(x) 


=22 


面积 (B8) = re (sin(%) - cos(x))dx 


面积 (C) = | Csin(x) 一 cos(z))dz| =W+l 
于 是 所 考虑 的 面积 由 取 和 得 到 : 
面积 (4) + 面积 (8) + 面积 (C) = 4 
例 16.6 曲线 y = x” -3 和 直线 y =x -1 
恰好 在 两 个 点 相交 ,我 们 记 其 为 x, 和 xz. 求 
这 两 条 曲线 之 间 在 zx < x < x, 时 的 那 块 区 
域 的 面积 . 
首先 需要 求 出 x， 和 x. 为 此 我 们 解 方 
程 x** -3 =x-1, 即 
x -x~-2=0, 
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它 告诉 我 们 x，= - 1 而 x*。= 2. 想 要 的 两 条 曲线 之 间 的 面积 由 下 面积 分 给 出 : 


Je-D - (x -3)]dx= ( 挟 -z- 征 +34) A 


如 果 不 知 道 直线 y = x -~ 1 是 在 上 方 ,我 们 也 能 有 计算 
| tC -3) -Ce-D]dr|， 
这 是 因为 绝对 值 的 出 现 保证 我 们 得 出 相同 的 答案 . 
卡 瓦 列 里 原理 (Cavalieri’s Principle): 设 y = f(x) 和 yy = g(x) 为 区 间 
a 筷 x 所 5 上 的 可 微 函 数 . 由 定义 
_ [f(x) -g(x)， 如 果 f(x) > g(x)， 
We {se -/(x)， 如 果 g(x) > f(x)， 
而 且 我 们 明白 ,不 管 这 些 曲 线 相 交 于 何 处 (或 者 它们 相交 多 少 次 ). 这 两 条 曲线 
之 间 的 面积 由 公式 


-2 
= 二 


面积 = [|f(x) -eg(z) ldx 


给 出 . 注意 此 公式 与 (16.2) 之 间 的 关键 差别 . 这 里 的 绝对 值 是 在 积分 里 面 ( 它 
确实 严重 地 影响 到 我 们 对 其 积分 的 函数 ) , 而 在 (16.2) 中 绝对 值 在 外 面 , 它 只 
在 函数 不 相交 时 有 效 . 这 个 原理 容易 验证 ,请 读者 去 做 . 


$ 16. 2 的 习题 


在 下 列 习题 中 用 你 的 CAS 在 指定 区 间 上 面 出 函数 妃 z) 和 g(x). 计算 和 8& 的 图 像 之 间 区 域 
的 面积 . 

(1)f(x) = x +3,g(x) =1-x,(0<x<1). 

(2)f(x) = x +3,g(x) =1-x,(0<x <2). 

(3)f(x) = x +2x +1,g8(x) = x +2x+1,(-1<x<2). 

(4)f(x) = x ~x,g(x) =2-2x,(-1 <x <2). 

(S)f(x) = x ,g(x) = 6x -4,(-3<x<3). 


(Ox) = ,8(x) = T,(2 < x <10). 


(T(x) = 3 VEATgs) =3-z(0<xs2)， 


(8)f(x) = cos(%) ,SB(x) = sin(x),(0 < x < 27). 
(9)f(x) = cos(Tx),g(x) =1-2x,(-1<x<2). 
1 


(10)f(x) = tan( mx) ,g(x) = 2,( <r< a) 
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(11) 给 一 个 几何 的 论述 来 解释 为 什么 
【ceou 下 sin( x ) dx. 


(12) 求 下 左 图 的 橄 机 球形 状 的 区 域 的 面积 ,其 中 f(x) = ax? + bx, 而 g(x) = x +cx+d,a, 
56,c,d 是 某 些 常数 . 提示 :首先 算出 常数 a,b,c,d. 


{1,1) 
8 (7) 


f(x) 


(13) 用 你 的 CAS 画 出 三 条 曲线 y = 1,y = (1 + 4z) 二 和 y = - 子 x + 3 . 你 会 发 现 正好 有 


三 个 交点 ,它们 在 第 一 象限 构成 了 一 个 三 角形 状 的 区 域 . 求 此 区 域 的 面积 . 
(14) 函数 /x) = x 和 g(x) = Yt 在 x 宇 0 互 逆 它们 的 曲线 在 x = 0 和 x = 1 相交 . 
证 明 (0,0) 和 (1,1) 之 间 的 虚线 平分 这 两 条 有 曲线 之 间 的 面积 ( 见 上 右 图 ). 


16.3 计算 弧 长 


设 y = f(x) 为 在 a < x < 65 上 具 连 续 导数 的 函数 . 


a b 


如 果 我 们 想像 7 = f(x) 的 图 像 的 这 一 部 分 是 一 段 弦 线 ,那么 把 它 拉 直 后 我 们 便 
能 测量 它 的 长 度 . 称 此 长 度 为 弧 长 . 对 于 弧 长 有 一 个 漂亮 的 公式 , 它 由 下 面 的 积 
分 给 出 : 
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[ VT) Yar (16.4) 


例 16.7 计算 半径 为 R 的 圆 的 周 长 . 
考虑 半径 只 的 一 个 圆 . 在 圆 上 的 点 (*,y) 是 方程 x** + y = R? 的 解 . 函数 


f(x) = VR -x 对 -~R<x<R 有 确切 定义 ,而 它 的 图 像 是 半径 为 R 的 半圆 


我 们 的 公式 规定 弧 长 由 下 面 的 积分 给 出 : 
E V1 rf a= 人 1+ (F(R -2)t.(-2x)) dz 
R x 
= [ /1 十 Rr rid 
= | Fra — dx 


这 个 积分 可 以 用 换 元 x = Rsin(u) ,dx = Reos(w)du 计 算 , 而 - 尺 <x < 成 为 
-了 <u< 了 于 是 此 半圆 的 弧 长 可 计算 于 后 ; 


2 
起 R* _ 至 R’ 
上 /元 - d= | 元 二 Roim Cu) Reos(u)du 
A / 1 RS 
Nl - (sin(u))? “ds 


工 
R| ,du 
“和 


= TR. 
注 ”从 技术 上 说 ,上 面 的 积分 是 反常 的 . 对 进一步 的 细节 , 见 § 17.5. 
例 16.8 求 曲线 y = 2x” -5 对 0 <x < 1 的 绝 长 . 


这 里 x) = 2x” -5, 因 而 / (x) = 3x?,/'(x)”= 9x. 因此 弧 长 由 
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| VL + 9xdx 
给 出 . 利用 替换 = 1 + 9x,du = 9dx, 我 们 计算 积分 
| Viradx= | 全， 


10 
/2 


a 


27 


1 
要 去 (10” 二 1 


注 ”在 前 面 的 两 个 例题 中 我 们 非常 幸运 ,能 准确 地 算出 积分 . 在 实践 中 这 
是 很 军 见 的 ,人 们 通常 必须 利用 数值 积分 的 技术 , 壁 如 像 辛普森 法 . 

弧 长 公式 的 推导 。” 弧 长 公式 的 推导 其 根基 是 毕 达 哥 拉 斯 定理 . 设 y = f(x) 
为 a < x < 5 上 具 连 续 导 数 的 函数 . 


现在 考虑 相伴 于 此 曲线 的 弧 长 函数 : 
L(X) = 曲线 y = f(x) 对 a < x < 的 弧 长 . 
《这 个 函数 非常 类 似 于 在 证 明 微 积分 基本 定理 的 过 程 中 定义 的 面积 函数 . ) 
考虑 此 曲线 的 一 小 段 . 


当 放大 上 图 中 带 阴影 的 区 域 时 ,我 们 看 到 它 近 似 于 一 个 直角 三 角形 ， 
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hn 


故 ( 由 毕 达 哥 拉 斯 定理 ) 
hr + (f(X+h) ~fX)) ~ (L(X +h) -LX))’. 


除 以 有 并 开平 方 根 产 生 了 


人 (A2 +h) - Cl ~ (LX +h) -LD) 
下 一 步 ,我 们 取 h 一 0 时 的 极限 (我 们 做 得 正当 其 时 ) 得 到 公式 
V1 +f'(X)’ = L'(X). 
(在 区 间 a < x < X) 对 两 边 取 积分 ,并 回想 起 ,由 定义 有 ZL(a) = 0. 故 


yy 


$16. 3 的 习题 

在 指明 的 区 间 上 用 你 的 CAS 作 下 列 函 数 f(x) 中 每 一 个 的 图 像 . 计算 弧 长 . 
(1)y =9x,(1 < x <2). (2)y = cosh(x),(0 < x < 3). 
(3)y = 计 * + 站,(2 < <3). (7 = 于 + 十 ,Csxs3)， 


在 指明 的 区 间 上 用 你 的 CAS 画 出 下 列 函数 /x) 中 每 一 个 的 图 像 . 把 弧 长 表示 为 一 个 积分 并 
用 你 的 CAS 计算 此 积分 到 3 位 小 数 . 


(5)y = ln(x),(1 三 * < e). (6)y = x,(0 < x < 2). 

(7)y = sin(x),(1 <x < (8)y = In(cos(x)),(0 <x < wl 

(9)y = ee,(0 <x < 10). (10)Y = sin(z)e*,( 训 <x<1) 

(11) 给 定 p 1. 计算 曲线 y= 后 了 +407 对 1 < x < 2 的 长 度 .在 你 的 答案 中 仍旧 用 
Pp 来 表达 . 


16.4 ”作为 对 横 截 面 面 积 求 和 的 体积 


考虑 在 3 维 空间 中 的 一 个 实心 物体 ,例如 棱锥 或 球 . 
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问题 ”如 何 能 算出 这 种 物体 的 体积 ? 

有 种 种 方法 来 做 这 类 计算 . 我 们 特别 注意 的 第 一 个 方法 是 非常 自然 的 , 它 
是 一 个 对 横 截 面 面 积 求 和 的 过 程 . 首先 需要 由 一 个 三 维 坐标 系 给 出 的 对 三 维 空 
间 的 一 个 固定 的 参考 标 架 , 它 由 三 条 相互 垂直 的 直线 x,y 和 z 轴 组 成 . 三 维 空间 
中 每 点 P 由 坐标 的 一 个 三 元 组 (x。 ,yo ,zo。) 明确 指定 


我 们 将 需要 引进 在 xo 的 平面 . 它 可 被 想像 为 一 个 垂直 于 * 轴 的 玻璃 片 , 它 通过 
Tx 轴 上 的 点 Xo. 


X0 


现在 考虑 处 于 我 们 空间 中 的 一 个 3 维 实体 . 
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A{x) 


日 一 一 一 一 
人 一 一 一 


我 们 假定 物体 2 位 于 在 ec 和 6 处 的 平面 之 间 . 对 a < x < 4b 中 每 个 点 x* 让 A(x) 

代表 在 * 处 的 横 截面 的 面积 (在 上 右 图 中 它 被 涂 上 阴影 ). 固定 一 个 大 的 整数 N 

并 将 区 间 a < * < 4 分 成 NN 个 等 长 的 子 区 间 , 其 端点 在 

b-a 
N 

处 . 我 们 的 物体 被 分 解 为 NN 个 盒 状 片段 ,其 在 x, 的 片段 ( 见 下 图 ) 具有 体积 


4(z) "对 


4 宽 = 2 
aa (hE 
体积 (2) = lim ,Al%,) 名 各 ' | | 上 > 
1 


= [A(x) dr. 
概括 起 来 ,我 们 已 经 证 明了 如 下 定理 . 
命题 16.9 设 介 是 个 三 维 实体 , 它 位 于 在 x* 轴 上 点 a 和 6 的 平面 之 间 , 其 中 
a < b. 如 果 A(x) 是 在 % 的 横 截面 的 面积 , 则 
面积 CD) = [ A(x) dx 


例 16.10 半径 R 的 球 的 体积 是 什么 ? 
我 们 从 把 球 放 在 使 其 中 心 位 于 原点 的 位 置 着 手 . 在 x 处 的 横 截 面 面 积 为 
77 ,其 中 x + yy = 及. 因此 
A(x) = my = TR -x ), 
于 是 我 们 得 一 个 体积 公式 ，; 


体积 ( 球 ) = [mn(R -)dx = 4 有 


Xx, =a+n (OsnsN) 


1 
| 
1 
a 
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N\ y 


8$ 16. 4 的 习题 


计算 下 面 三 维 物体 的 体积 . 
(1) 高 为 h, 底 为 边 长 a 的 正方 形 的 棱锥 . 
(2) 半径 为 r, 高 为 h 的 直立 圆锥 . 


< 


(3) 半径 为 :的 球 的 高 为 a 的 上 部 . 
(4) 一 个 在 * 的 横 截 面 的 面积 是 半径 为 二 V1 二 友 的 圆 的 一 只 蛋 . 


S34 
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(5) 一 个 物体 是 由 移动 等 边 三 角形 扫描 出 来 的 ,此 等 边 三 角形 垂直 于 < 轴 且 中 心 在 < 轴 上 .等 
边 三 角形 的 边 的 长 L(x) 按 (xz) = 村 (1 -*)? 的 公式 变化 . 如 果 三 角形 开始 于 * = 0 并 


移动 至 x = 1. 所 得 到 的 物体 的 体积 是 什么 ? 
(6) 一 个 物体 是 由 移动 一 个 矩形 扫描 出 来 的 ,此 和 矩形 垂直 于 * 轴 上 且 中 心 在 * 轴 上 . 矩形 的 面积 
A(x) 按 公式 4(*) = 2x” + 和 - 工 变化 . 求 在 0 < x < 2 所 得 到 的 物体 的 体积 . 


16.5 旋转 体 的 体积 

一 个 旋转 体 是 绕 一 个 轴 旋转 某 曲 线 下 的 面积 得 到 的 物体 . 

例 16. 11( 大 号 ) ”考虑 在 0 < x < 2 上 的 曲线 y = x’. 让 我 们 在 此 曲线 和 
轴 中 的 面 上 涂 上 阴影 


(2,8) 


| 
1 
| 
| 
1 
! 
| 
2 


现在 想像 这 个 带 阴 影 的 区 域 在 绕 * 轴 旋 转 ( 像 早期 飞机 的 螺旋 桨 那样 ). 我 
们 得 到 一 个 像 低音 大 号 一 部 分 的 物体 . 


< 


例 16. 12( 铃 销 ) ”如 果 将 曲线 y = * 限制 在 区 域 二 < * < 2, 然 后 旋转 此 
曲线 和 轴 之 间 的 区 域 ,我 们 得 到 一 个 像 似 铃 鱼 的 物体 
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例 16. 13( 锥 ) ”考虑 直线 y= 光 和 线段 0 < x < 2 之 间 的 区 域 . 当 我 们 绕 
x 轴 旋 转 此 区 域 我们 得 到 一 个 圆锥 


(2,3) 


我 们 现在 给 出 一 些 绕 y 轴 旋 转 的 例题 . 

例 16. 14( 酒杯 ) ”考虑 在 区 间 0 < x < 1 上 的 函数 y = 10” - 1. 此 曲线 和 
x 轴 之 间 的 面 在 下 图 中 被 涂 上 阴影 . 当 我 们 绕 y 轴 旋 转 此 带 阴 影 的 区 域 ( 像 一 个 
旋转 木马 ) 我 们 得 到 一 个 类 似 于 玻璃 杯 的 图 形 . 注意 到 所 得 图 形 的 内 部 是 完全 
空 的 ,可 以 盛 液 状 物 . 


(1,9) 
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例 16. 15( 色拉 碗 ) ”如 果 我 们 选取 在 区 间 0 < x 和 4 上 的 一 个 函数 y = W， 
绕 y 轴 旋 转 它 生成 一 只 色拉 砚 . 


(4, -2) 


每 个 前 面 构 造 的 物体 的 体积 可 以 用 计算 积分 的 方法 来 算出 . 首先 考虑 绕 x 轴 
旋转 函数 y = f(x) (a < x <b) 得 到 的 物体 . 所 得 到 的 物体 被 描画 在 下 右 图 中 . 


~Al 
UU 


此 截 片 是 个 半径 |/(x) | 中 心 在 x 的 圆 ,其 面积 的 准确 值 为 mn/(x)”. 固定 一 个 方 


整数 NN 并 分 区 间 a < x 过 8 为 个 等 长 的 子 区 间 ,其 端点 为 
b-a 
N 


区 过 生肖 * (0&n€N). 


b 


这 个 物体 的 总 体积 可 以 被 分 解 为 N 个 横 截面 圆 盘 状 的 片 ,厚度 为 h = 元, 其 
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中 对 n = 1,2,…,W, 每 个 三 维 圆 盘 状 的 
片 中 心 在 x 并 且 半 径 近 似 地 等 于 
|f(x,) |. 把 这 些 片 的 体积 加 起 来 并 让 
N 一 % 便 给 出 了 我 们 的 旋转 体 的 体积 ， 


体积 =jim 并 mx) 让 2 


=[ (zx )2dx. 


概括 起 来 ,我们 已 经 证 明了 : 
命题 16.16 设 . 罗 代表 曲线 y = lx)(asx 达 5) 和 x 轴 之 间 的 区 域 . 绕 
% 轴 旋 转 . 罗 得 到 的 物体 的 体积 由 下 面 公 式 给 出 : 


体积 = [ a) ?ds 
在 我 们 的 第 一 个 例题 中 ,大 号 ( 见 例 16. 11) 的 体积 由 
6 x 128 
体积 (大 号 ) = [ md 去 全 
给 出 . 相似 地 , 例 16. 12 的 铃 销 的 体积 是 
体积 ( 铃 销 ) = 和 red = 吾 


l28m ， 
二 7 7. 128” 


而 例 10. 13 中 的 锥 的 体积 是 


_ PF 9 _ 9m.x |)? 
体积 ( 锥 ) = [mr 2-dx = 多 | =6r. 


我 们 现在 改变 一 下 视角 而 讲述 一 个 曲线 绕 y 轴 旋 转 时 的 体积 公式 . 在 下 面 
的 讨论 中 我 们 局 限 在 位 于 * 轴 上 方 的 曲线 . 考虑 在 曲线 y = f(x),0 <a<x< 
b 下 方 的 带 有 阴影 的 面积 . 像 旋转 木马 那样 绕 y 轴 转 动 此 区 域 产 生 了 下 面 墨 西 
哥 草帽 状 的 物体 . 


I 


: 
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让 我 们 ( 像 在线 * 轴 旋 转 情形 所 做 过 的 那样 ) 把 区 间 分 成 等 长 的 六 个 子 区 间 ,其 
端点 为 

Xn 二 Q@ 十 用 ， 


考虑 在 x, 的 一 个 圆柱 形 的 壳 . 这 个 壳 的 面 
积 为 2rx,' 所 xn). 我 们 的 物体 的 体积 便 是 


这 个 厚度 为 “元 2 的 园 柱 形 壳 状 片 的 体 
积 和 的 极限 (其 中 设 N 一 % ). 因此 得 到 了 
此 旋转 体 的 体积 公式 : 

体积 = Jim 玉 2rx, .Nm) ， 


(0O<n < WN). 


b 


a 


N 
= [2marz)dx 
于 是 ,我 们 已 证 明了 : 
命题 16.17 设 Fx) 是 区 间 0< 生 asx< 和 六 上 非 负 的 连续 可 积 函数 . 设 史 
表示 曲线 y = f(x)(0 a <x<<b) 与 x 轴 之 间 的 区 域 . 由 绕 y 轴 转 动 . 哆 得 到 
的 旋转 体 的 体积 由 下 面 公式 给 出 : 
体积 = [ 2mf(x) de 
酒杯 的 体积 ( 例 16. 14) 由 下 面 算出 : 
体积 (酒杯 ) = | 2rx(10* - 1)dx， 
而 色拉 硫 的 体积 正 是 
体积 ( 碗 ) = [2m 。，Vxdx. 


8$ 16. 5 的 习题 


用 你 的 CAS 画 出 下 列 每 条 曲线 (在 指定 区 间 上 ) 的 图 . 在 曲线 和 指明 的 轴 之 间 的 区 域 上 涂 上 
阴影 并 想像 绕 那 条 轴 转 动 此 区 域 得 到 的 旋转 体 . 使 用 你 的 CAS 给 出 此 物体 的 三 维 透视 图 形 . 
最 后 ,计算 此 物体 的 体积 . 

(1)y = x',(0 <x < 3), 绕 + 轴 旋 转 . 

(2)y = 3x+1,(1 <x < 2), 线 x 轴 旋 转 . 

(3)y = ,(0 < x < 2), 绕 y 轴 旋转 . 
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(4)y = 11 -zj,( - 冯 <x < 十 ), 绕 z 轴 旋转 


2 2 
(5)y = |1 -x|,( - 方 <x< 广 ), 绕 7 轴 旋转 . 


(6)y = 好 (0 < x < 10) , 绕 * 轴 旋转 . 
(7)y = sin(z)( 王 <x< 也 ), 绕 7 轴 旋 转 . 


(8)y = V1-*(-1<x<1), 绕 x 和 轴 旋 转 . 


(9)y = V1-” (0<x<1), 绕 7y 轴 旋转 . 
(10)y =e(1<xs<10), 绕 x 轴 旋转 . 
(11) 求 一 个 直径 也 的 实心 环 ( 炸 面包 圈 ) 的 体积 ,其 横 截 面 是 个 半径 为 尺 的 圆 . 


实心 环 
(12) 尽管 我 们 生活 在 一 个 三 维 世界 里 ,然而 有 可 能 假定 存在 四 条 相互 垂直 的 直线 , 它们 给 
出 了 四 维 空间 的 特征 . 找 出 一 个 表示 半径 R 的 四 维 球 的 体积 公式 . 提示 : 画 出 半圆 
7 = VR -*,(~R<x<R). 在 半圆 上 每 点 (*,y) 绕 第 四 维 的 轴 旋 转 这 个 半径 为 y 的 
圆 ( 它 垂直 于 x* 轴 , 见 下 图 ). 它 给 出 一 个 伸 进 第 四 维 的 -个 三 维 球 .对 -RR<x<R 加 
起 (积分 ) 这 些 球 的 体积 . 


{x, $y) 
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17.1 对 数 函 数 的 积分 表示 


回想 全 In(+) = 二 ; 微 积分 基本 定理 要 求 有 


dx = ln(x) + C. 
% 


如 果 我 们 用 另外 的 事实 即 In(1) = 0, 则 得 到 了 更 加 精确 的 公式 表述 
ja 上 抒 
现在 我 们 直接 证 明 积 分 表示 (17. 1) 满足 对 数 函 数 的 性 质 ， 
性 质 1 In(XY) = In(X) + In(Y). 
性 质 2 ln(X/Y) = In(X) - In(Y). 
性 质 3 jn( 议 ) = rn(X). 
要 验证 性 质 1 ,我 们 注意 到 


In(XY) = js fF a ju 


Xx bd 
2 下 经 
要 计算 最 后 面 的 那个 积分 我 们 使 用 换 元 


(17. 1) 
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2 三 
在 此 替换 下 积分 的 限 有 了 如 下 改变 :xz = X 成 为 x = 1 而 * = XY 成 为 x = 了 ,而 
糙 成 为 


因此 
三 上 和 [时 = In(Y). 
x x 1 uu 


性 质 2 以 极其 相同 的 方式 就 能 验证 . 要 验证 性 质 3 
In(X’) = rln(X), 


我 们 使 用 换 元 u = x*. 代入 x = 1, 变 成 = 1” = 1; 而 x A 
= 区 进而 du = 上 x” ”dx ,因而 


我 们 最 后 有 


广 竺 = [Ee = rln(X). 


方程 (17. 1) 可 以 用 来 给 出 数 e 的 另 一 种 定义 (多 少 有 点 怪异 ). 回想 一 下 ， 
由 定义 ,jn(e) = | 
定义 ” 数 e 是 大 于 1 的 满足 性 质 
“dx 


的 唯一 实数 . 
从 图 上 看 , 数 e 对 应 9 轴 上 标 出 的 


那个 点 使 得 在 曲线 y = 二 下 方 带 阴 影 的 区 


域 ( 见 右 图 ) 具有 正好 等 于 1 的 面积 . 
直接 通过 积分 表示 


ln(x) = [i 
来 定义 函数 In(x) ,从 而 定义 e 为 ln(x) 的 


一 准确 的 面积 =1 


{10, 1/10) 
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逆 , 是 可 能 的 . 前 面 证 明了 的 ln(x) (从 而 e*) 的 种 种 性 质 ,让 我 们 能 够 证 明 最 重 
要 的 微分 规则 中 的 一 个 


d r r=-l] 
XxX 三 IX .， 


dx 


验证 此 规则 的 最 直接 的 办 法 就 是 去 计算 极限 
1i (x+h) ”一 和 
im 


可 异 当 r 是 任意 实数 时 的 复杂 定义 使 得 处 理 此 极限 非常 不 可 行 ,除非 > 是 个 整数 
或 有 理 数 . 要 处 理 这 个 一 般 情形 我 们 使 用 恒等式 x ”= e”” 而 后 用 链 规则 微分 ， 
情形 如 下 : 


§ 17.1 的 习题 
计算 下 列 积分 
(3) /Da 
(4) 人 dv (5) dx (0) | See) ) -a | 
(7) fln(Va) ax. (8) fsin(ln(z) ) qx. (9) [ae 
Qo) fi EE ee 


(13) 用 ln(x) 的 积分 表示 证 明 ln(x) < (x -1) 对 *>1 成立. 
(14) 直接 从 ln(x) 的 积分 表示 证 明 对 * < 1,ln(x) < 0. 


(15) 以 证 明 | 全 > 1 和 三 竺 < 1 去 论证 2 < 。 < 3. 试 进行 解释 
(16) 以 辛普森 法 计算 | 从 去 计算 In(2) 的 值 到 3 位 小 数 
17.2 反 三 角 函 数 的 积分 表示 


在 例 8. 15 中 我 们 曾 看 到 函数 y = arcsin(x) 有 定义 域 - 1 < x < 1 和 值 域 
- 工 <x< 了 工 ,而 其 导数 由 
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d 
了 arcsin (x) = 


1 一 


给 出 . 这 导致 了 积分 表示 


arcsin(%) = | A +C. 
— 


y= cos (时 


ni2 n 


函数 y = cos(x) 在 区 间 0 < x < 7 上 是 一 对 一 的 ,并 且 满 足 等 式 
arccos(cos(x%)) = x,0 <x; 
cos(arccos(x)) =x, -1]<x<1. 
在 §8.4 的 习题 (5) 中 已 证 明 过 -arccos(x) = -万 它 导出 了 积分 
表示 


2 
—% 


arccos(x%) = -| dx +C. 


函数 y = tan(x) 在 区 间 - m/2 二 x 苹 2 为 一 对 一 的 ,并 且 在 sx = 十 T/2 有 
竖 直 渐 近 线 . 


因此 由 定义 ,tan(x) 的 逆 函 数 ( 记 为 arctan(x) ) 满足 : 
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arctan(tan(x)) =x, - 7T/2 x%< 3 
tan(arctan(x)) =x,—-% <x<%, 
以 及 


limarctan(x) = 3 lim arctan(x) = - 工 . 
Xx—% x—+— 


2 
命题 17.1 下 列 等 式 成 立 : 


arctan( x) = re 


arctan(w) = [dx +C. 
x 
证 明 再 次 从 恒等式 tan(arctan(x)) = x 着手, 我 们 微分 其 两 边 得 到 等 式 


dn( arctan(Y) ) = 1 A = 


dx (cos(arctan(x) ))’ “dx 
从 而 


a = (cos(w))’, 


dx 
其 中 mw = arctan(x). 


Vitx? 


考虑 上 面 的 直角 三 角形 ,其 中 tan(w) = x, 我 们 推断 出 


cos(w) = ; 


因而 


es = (cos(w))’ = E 


dx 1 + ww 


§ 17.2 的 习题 


计算 下 列 积分 . 用 CAS 检验 你 的 工作 : 
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i dx dx dx 
(| x 十 于 Cs + x 3 pa 
4 dx sin(%) e 闻 
04) 9+wx (5)fi + Capt (Of 十 

和 1 4 x+l1 
0) ri (8)[ Tde. (9) 三 dz 
| 
(10)[ 和 de 


17.3 ”有理 函数 的 积分 
一 个 n 次 的 多 项 式 (n = 1,2,3,…) 是 一 个 函数 P,(x) ,其 形式 为 


P(x%) = ao + art +a’, 
其 中 Co CCn 为 固定 的 实 常数 . 例如 
入 -3x +16x -TY +3.72 
是 一 个 7 次 的 多 项 式 ,而 任意 常数 e 是 个 0 次 多 项 式 . 
定义 ”一 个 有 理沙 数 是 两 个 多 项 式 的 比 


P(x) 
Q(x)’ 
其 中 Q(x) 不 恒 等 于 零 . 
例 17.2 函数 
x -3 
14x -2x +1 


是 一 个 有 理 函 数 ,因为 它 是 x -3 与 14x -2x +1 的 比 . 
注 ”有 理 函 数 这 个 术语 是 由 两 个 整数 之 比 为 有 理 数 这 个 术语 导出 的 . 有 理 


数 志 可 以 重 写 (经 长 除 ) 为 形式 二 = 3 + 二, 以 一 个 完全 类 比 的 方式 ,有 理 函 数 
(x + 2x +x 一 1)/(x* +2) 可 以 写成 形式 


x +2x +x—-l 3 x%--l1 
Ee : 
X +2 X +2 


更 一 般 地 ,我 们 知道 每 个 有 理 数 可 以 唯一 地 表示 为 


人 
pe pb 
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其 中 g 和 7 为 整数 ,而 称 做 余数 的 + 在 区 间 0 < +r < 5 中. 对 有 理 函 数 的 类 比 陈述 
是 说 ,每 个 有 理 函 数 &(4zd 可 以 具有 形式 


b(x) 
a(x) _ r(x) 
bl(x) > g(x) 二 b(x) » (17. 2) 


其 中 g(x) 和 r(x) 为 多 项 式 ,而 r(*) 又 称 做 余 项 ,是 一 个 次 数 严格 小 于 5(x) 次 


数 的 多 项 式 . 
例 17.3 我 们 有 
x +1 -2x +1 
x+2 这 人 
问题 设 c(*) 和 2(x) 为 多 项 式 . 如 何 对 有 理 函 数 a(x)/b(x) 积分 , 即 
|e(z)M8(x)dx 是 什么 ? 


我 们 以 方程 (17. 2) 开始 着 手 解决 这 个 问题 ,然后 再 积分 两 边 ， 


和 dx 站 ez)dx 十 /eas 


因为 任意 多 项 式 (特别 是 g(x) ) 均 可 容易 被 积分 ,我 们 已 经 将 此 问题 简约 到 下 
面 多 少 简单 点 的 问题 . 

问题 ” 设 r(x*) 和 6b(x) 为 多 项 式 ,其 中 r(x) 的 次 数 小 于 5(x) 的 次 数 . 如 何 
积分 


r(x) 
| oe 


继续 我 们 的 类 比 . 考虑 事实 :整数 总 能 分 解 因子 (例如 30 = 2 x 3 x5) 为 素 
数 的 乘积 (不 能 进一步 分 解 的 数 为 素数 ). 当 我 们 观察 多 项 式 时 ,一 个 相似 的 现 
象 出 现 了 . 举例 说 ， 

x ~ 4x = x(x 一 2)(x +2)， 

而 每 个 因子 x,x ~ 2 和 x + 2 都 是 线性 函数 (次 数 为 1 的 多 项 式 ) , 它 不 能 被 进 一 
步 分 解 . 我 们 现在 要 在 5(x*) 被 分 解 为 上 个 不 同 线性 因子 的 情况 下 给 出 对 我 们 第 
二 个 问题 的 完全 解答 ;这 时 b(x) 具 形 式 

b(x) = b(x +t) * (x+t) (YX + tt), (2 
其 中 6 0. 分 解 为 重 因子 或 二 次 因子 在 后 面 的 习题 中 有 所 处 理 . 

因 式 分 解 (17. 3) 意味 着 存在 实数 4 ,4,,… ,A ,使 得 
rz) 4， 和， ， 角 


a + 


b(x) x+tl w+t xX+t 


(17.4) 
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虽然 这 并 不 是 马上 就 能 明白 的 ,但 下 一 个 例题 将 澄清 这 一 点 . 等 式 (17. 4) 让 我 
们 可 立刻 积 出 我 们 的 有 理 函 数 : 


a + 和 


的 = | 有 十 了 由 
例 17.4 计算 积分 


要 计算 这 个 积分 我 们 必须 首先 寻找 出 数 4, ,4, 和 4; 使 得 
YX 一 1 X 一 芋 A A, 43 


x -dr x(xX-2)(x+2) x x-2 x+2 
此 方程 可 以 两 边 乘 以 x(x - 2)(x +2) 进行 简化 ,得 到 
x~1 = A(x-2)(x+2) +Ax(x +2) + Asx(x ~- 2). 
现在 可 代入 z 的 方便 的 值 算出 4, ,4, 和 44. 令 x = 0, 我 们 有 


-1=-44,=>A| = 工 


4 
如 果 x = 2， 
1 
1 = 84,=4, = 外 
如 果 x = - $ 
-3 = 8h4,=34, = 于 
由 此 有 
xX-1 ll 1 dz- 23[_1 
| dx= 人 | dz + | 一 ja 


1 es i = nx fC 
例 17.5 计算 积分 


x -5Sx+8x-2 
| x -5x+6 a 
这 时 ,因为 x -5x? + 8x -2 的 次 数 为 3, 它 大 于 x? - 5x +6 的 次 数 ,我 们 必 
须 首先 做 长 除 : 


x ~5x +B8x—2 Pt 2x -2 
x -Sx+6 x -5x+6 


其 次 ,我 们 分 解 分 母 ,x”- 5x +6 = (x -2)(x - 3) ,并 将 其 代 人 积分 ,我 们 得 到 
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x -Sx +B-2) 2x -2 
| x -Sx+6 0 x -Sx%+6 
_x 2x -2 
~ 2 + -5x+6 
要 完成 计算 还 需要 找 出 41 ,4, ,使 
2x-2 _ 4 4, 


x -x+6 %-2 x-3’ 
或 等 价 地 ， 
2x -2 = A(x-3) +A,(x—-2). 
令 x = 2 我 们 推出 4， = -2, 相 似 地 , 令 x = 3 我 们 得 到 4，= 4. 代入 这 些 值 到 积 
分 中 最 后 有 
dd 
==-2in(x-2)+4n(x -3) +C. 


因而 最 终 


3 2 
[s ~ SX +8*-2] 扣 


x #2in(x -2) + 4ln(x -3) +C 
X 一 Sx 十 


§17.3 的 习题 
用 你 的 CAS 进行 将 下 列 有 理 函 数 写成 (17.2) 的 形式 所 需要 的 必要 的 长 除法 
1 x +2 X +3 
(Dy C2) (3) 2- 
6x+ -2x +11 3 -2x +1 x -13x +2x -3 
(4) x +2 (5) x -2x+1 (6) Xx +2x+3 . 
计算 下 列 有 理 函 数 的 积分 . 用 你 的 CAS 分 解 多 项 式 为 因子 并 进行 必要 的 长 除 . 
+2 Xi 十 之 二 
(7) | 守 dx. (| 
3x+1 i 
多 (10)| = 二 dr 
x +2x +3 fy 
GD + 2x’ -9x2 — 1 此 02) 志 = 6x’ a 
(13) 求 常数 4,B ,B, 使 得 
3x + | B, B, 


(1D(z+3) rl txt3t (er) 
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3x +1 
用 此 结果 计算 | 一 37 YP EE 


{14) 求 常数 4， 42 ,B ,B, ,B; 使 得 
% 一 2 I 人 42 B B, 已 
(x -1)(x+2)3 x-l x+l x+2 (gd+2)2 (x+2)’ 
-2 
用 此 结果 计算 | Tz 一 37 由 
(15) 求 常 数 4 ,A4, ,B,C 使 得 


用 此 结果 计算 | 5dx 


(16) 求 常数 4,B,C,D 使 得 
x -1 -Mx+B, Cx+D 
+3) r+3 (x +3)” 


用 此 结果 计算 积分 | -二 二 i 


17.4 其 他 的 换 元 变 


至 此 ,我 们 已 经 用 换 元 变换 、 分 部 积分 和 部 分 分 式 计算 不 定 积分 . 因为 没有 
求 任意 函数 的 反 导数 的 一 般 算法 (你 是 否 能 找到 一 个 你 的 CAS 不 能 处 理 的 函 
数 ,这 是 个 好 的 挑战 ) ,我 们 在 此 节 提 出 一 组 有 用 的 (并 非 显 然 的 ) 经 典 换 元 变 
换 . 

第 一 类 换 元 是 三 角 函 数 替 换 , 我 们 在 下 面 例题 中 予以 解释 . 


5 dx 
例 17.6 计算 | 
如 果 设 x = 3sin(6), 则 dx = 3cos(6) ,而 由 于 (sin(8))*+(cos(0))? =1， 
我 们 的 积分 成 为 
[一 et 3cos(6) 


V9 - On a ry 


=0 


cos(0)d9 


arcsin( 地 小 


尽管 三 角 函 数 替换 可 按 许 多 方式 被 利用 ,但 还 是 可 以 在 被 积 项 中 找到 一 些 一 般 
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模式 . 下 面 的 表 只 打算 被 当 作 一 个 导 引 而 不 是 规则 : 

如 果 出 现 Ya? -x , 试 一 试 x = asin(6); 

如 果 出 现 Va? + x , 试 一 试 * = atan(6); 

如 果 出 现 Vx - a, 试 一 试 x = asec(9). 
上 述 的 换 元 将 把 原来 的 积分 变换 成 一 个 包含 三 角 函 数 的 积分 . 这 时 或 使 用 CAS 
或 诉 诸 于 大 量 的 三 角 等 式 来 完成 计算 . 重要 之 处 在 于 认识 到 这 些 被 建议 的 换 元 
变换 它们 自身 是 建立 在 恒等式 (sin(9))* + (cos(9))”= 1 的 基础 之 上 的 . 


dx 
17.7 
例 计算 | = 
按照 我 们 的 导 引 令 x = asec(9) ,因此 dx = asec(g)tan(6)db, 而 我 们 的 积 


分 成 为 


[A eel 
x -a 


后 面 的 那个 积分 不 完全 是 平凡 的 ,需要 注意 . 注意 到 
(see(0) +tan(9)) = (sec(0))’ + sec(0)tan(0). 


此 等 式 让 我 们 将 第 二 个 积分 变换 为 


小 技巧 : 乘 以 1 


[sec( 0)dg = |sec(0) DER 


= ln(sec(0) +tan(g) ) +C. 
为 了 得 到 用 原来 变量 表示 的 答案 ,我 们 考虑 三 角形 


AAA [J 
从 而 得 出 结果 


| cc = ln(sec(08) + tan(8)) +C 
x -a 


= lIn(x + Vx ~- a5) -ln(a) +(C. 
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我 们 将 考虑 的 下 一 类 换 元 变换 是 被 称 做 双 曲 函数 替换 . 回忆 函数 cosh(1) 
和 sinh(t) ,它们 满足 (cosh(t) )”- (sinh(t))”= 1( 见 §8.3). 在 例 17.7 中 我 们 
也 能 用 替换 x = acosh(t) 和 dx = asinh(t) 简约 此 积分 为 形式 

dx inh(t), 
| 3 过 Shy 大 二 三 arccosh{ 过 

( 见 $17. 4 的 习题 (20) ,有 arccosh(t) 的 一 个 显 式 表示 ). 

有 时 三 角 函 数 蔡 换 会 带 来 可 怕 复 杂 的 (三 角 函 数 的 ) 积分 ,但 一 个 双 曲 函 
数 替换 却 容易 可 行 . 

例 17.8 计算 


[v4 + x dx. 
这 种 情形 中 三 角 函 数 蔡 换 会 使 事情 更 糟 然而 令 x = 2sinh(1) ,dx = 
2cosh(t)di, 我 们 的 积分 就 易于 处 理 了 . 由 于 1 + (sinh(t))? = (cosh(t))?， 
| V4+ Xidx = 4 fcosh( #) * cosh(t)dt 


i + 一 中 ef 十 ee 
= 4 | 人 
= fe +2+e™)dt 
ee ee 
= > +2t— 2 +C. 

本 节 我 们 要 讲 的 最 后 一 个 替换 是 魏 尔 斯 特 拉 斯 替换 , ( 魏 尔 斯 特 拉 斯 是 一 位 19 
世纪 的 卓越 数学 家 ) 它 是 将 任意 涉及 到 的 三 角 函 数 的 有 理 表达 式 变换 为 只 涉及 单 
变量 :的 一 个 有 理 函 数 此 符 换 是 : = tan( 却 ) ,dt = dx/2( cos 过 ; 当 我 们 分 析 下 面 
的 三 角形 并 同时 用 恒等式 sin(28) = 2sin(8) ,cos(9) 及 cos(28) =1 -2(sin(9))? 
时 ， 


1+r 


它 产 生 了 等 式 
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1- 弓 ，_ 2dt 

让 

正如 我 们 将 在 下 一 个 例题 中 看 到 的 ,这 个 似乎 复杂 的 替换 是 极其 有 效 的 . 
例 17.9 计算 


sin(x) = cos(x) = 


1 
| + sin(x) + a 


按照 魏 尔 斯 特 拉 斯 方法 ,我们 的 积分 取 形式 


1 i 
| 2 2 1 + 
1l+tf 工 + 下 
2 [dt 
~ Ji1i+t 


= ln(1+t)+C 
= In(1 + tan( 却 外 + C. 


8$17. 4 的 习题 


借助 于 基本 等 式 
(sin(x))? + (eos(z)) = 1,(sin(x))? = (1 ~ cos(2x)),(cos(x))? = 六 (1 + ecos(2z))， 


计算 下 面 的 三 角 函 数 积分 . 用 CAS 检验 你 的 答案 . 


bb 


(1) f(sin(*) )? dx. (2) |(sin(z) )?(ecos(z) )?dx 
(3) (cos(z) )?dr。 (4) |(sin(z))*dx 
(5) (cos(z) )5dx (6) |(sin(z))?(eos(z) )*dx 
用 适当 的 替换 ,分 部 积分 等 等 方法 计算 下 列 积分 . 像 通常 那样 ,用 CAS 检验 你 的 答案 . 
1 Vl-x’ 

6 A (8) | 全 一 一 dv 

1 Vx 
(9) 0 re 


1 
ca) re ee 


1 
11) | 一 一 一 dx 
这 Ma -XX 
3 
(13) [dx 提示 : 令 * = In(w). (14)[ VT + aa. 
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a 提示 : 邻 x = (sin(w))2. (16) f# VT + aidx. 
—% 
(17) fe VI xidx. (18) fin(x + Ve +1)dx. 


(19) 证 明 如 果 x = sinh(1) 则 +t = ln(* + Vx +1). 提示: 今 u = e' 于 sinh(t) 的 定义 中 , 然 
后 解 出 u, 再 用 + = In(w). 
(20) 证 明 如 果 x = cosh(:) 则 + = In(x + Vx -1). 用 习题 (19) 作为 一 个 引导 


(20) | i (22)| Ve -1dx. 
(23) {xarcsin( x) dx. (24) | 5 
(25) {xarccos( x) dx. (20) {Frit 
(27) |xzln(x)dx. (28) (In(z) )?dx 
(29) | Fd 提示 :试用 * = 二 Cert pr 
(GD pr 提示 :试用 x = 二 (32) Ca 
(G3) | Hea ra (34) [TE-ax 
(35) [te (36) Pan. 
17.5 反常 积分 

考虑 一 个 注 薄 的 无 限 长 的 长 方形 : 

[ae 3 


这 个 长 方形 的 面积 为 无 穷 在 直观 上 是 清楚 的 ,但 是 对 任何 无 穷 的 图 形 总 是 如 此 
吗 ?更 准确 地 我 们 提出 下 面 的 问题 : 

提问 ”是否 存在 这 样 一 条 曲线 C, 它 ( 当 x 一 % 时 ) 变 成 渐 近 于 x 轴 ,使 得 
在 曲线 与 x 轴 之 间 区 域 的 面积 是 有 限 的 ? 

回答 “这 种 情况 是 可 能 (虽说 不 是 显然 的 ). 主要 的 理由 是 , 它 可 能 具有 一 
个 数 的 无 穷 序列 ,譬如 
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gre ee 
2 4 8 
这 可 由 下 面 的 极限 过 程 看 出 . 
i 
2 4 4 
a A 
2 4 8 8， 
A ee i 
2 4 8 | 


2 
2 4 8 pA pA 
而 且 , 当 取 极 限时 ,我 们 得 到 了 这 个 和 : 


kim 计 + 才 + 于 +…+ 击 |- lim (25 


假定 有 一 条 曲线 C 使 得 矩形 型 的 区 域 R ,RR, ,R;,… 


ae.. 
+ 轴 
满足 条 件 面积 (R,) = 1/2, 面 积 (RR) = 174, 面 积 ( 尼 ) = 二 ,于 是 作为 所 有 


这 些 较 小 面积 和 的 曲线 下 方 的 面积 仅仅 为 1. 
现在 考虑 任意 曲线 y = f(i) , 它 在 x 一 % 时 以 x 轴 为 渐 近 线 
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带 有 阴影 的 区 域 ( 它 可 以 有 限 也 可 以 无 限 ) 由 积分 
[fx) dx 
给 出 . 因为 是 在 区 间 a。< * < w 上 积分 ,上 述 积分 被 叫做 反常 数 我 们 由 定义 
[raouz = limf f(r) 


给 出 此 类 积分 的 意义 . 
例 17.10 计算 积分 
人 zu 
E73 
我 们 有 
dx = limf 二 dx 
=- 吉 -| 


提问 是否 存在 这 样 一 条 曲线 y = /(%) , 它 渐 近 于 x 轴 , 并 具有 下 面 的 性 
质 : 


AP 
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(1) 曲线 y = f(x) 与 x 轴 之 间 区 域 R 的 面积 为 无 穷 . 
(2) 曲线 与 x 轴 之 间 的 距离 变 成 任意 小 , 即 一 只 小 虫 完全 不 可 能 息 过 RR. 
回答 曲线 y = Vx 将 能 达到 目的 . 


es 


100 


如 果 这 个 小 虫 的 厚度 为 1/10 英 寸 , 它 会 在 点 x ~ 100 处 被 卡 住 . 但 是 此 区 域 的 面 
积 可 由 下 面 计算 看 到 是 无 穷 大 . 


x = lim | Lox 


[a Bm 1! fx 


硅 lim2x 


B—%» 


Ba 


] 

~ Ben(2 YB -2)= %. 
例 17.11 对 p 的 哪些 值 
dx 
x? 


为 有 限 ? 
抽出 p = 1 的 情形 ; i ih 


泽 = limf 衬 = im(n(B) -In(a)) = %. 
当 p 关 1 ,我 们 有 两 个 可 能 性 ， 

“dx _ 

a x? Bi a x? 
= lim 2 " 
有 一 o -p+l a 

/Br? a 
= 1 到 
io{; 一 也 1 -| 


匠 如 果 p < 1， 


二 二 a!'? 
Tg 如 果 p > 1. 
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例 17. 12 计算 [ edx. 
这 时 的 积分 可 按 如 下 计算 : 
国 edx = im 「 ed 
.， 6 28 es 
i Co 
到 此 时 我 们 所 讨论 过 的 反常 积分 都 是 由 无 限 长 的 水 平 区 域 引起 来 的 ,而 且 
这 个 区 域 与 曲线 C 渐 近 于 % 轴 相 关联 . 


Te 
x 轴 


但 是 也 有 可 能 有 一 个 无 限 长 的 竖 直 区 域 , 它 来 自 一 条 具 竖 直 渐 近 线 ( 虚线) 的 
曲线 y = fx). 例如 ,曲线 y = (x - 3/4)” 在 点 x = 3/4 有 一 条 竖 直 的 浙 近 线 . 


问题 ”在 曲线 


(*-4) 
4 
(对 0 < x < 1) 下 方 的 无 限 长 的 紧 直 区 域 有 无 限 面积 吗 ? 

暂时 假定 所 考虑 的 积分 是 有 限 的 . 那么 由 13. 4 节 的 性 质 (3) ,此 积分 分 解 
为 两 个 积分 的 和 : 


| = Ss 


(2=4) (3) (3) 


专注 于 两 个 积分 中 的 第 一 个 ,我 们 首先 对 0 < B < 3/4 计算 


,222 ， 第 十 七 章 ”关于 积分 的 其 他 论题 


它 代表 了 下 图 中 带 阴 影 的 面积 . 


计算 积分 我 们 有 
[一 
(> -了 于) 4 0 
i 
z BB 
当 取 B 一 3/4 的 极限 时 ， Sn | 
| lim | oo . 
3 3 
| < 于 ] i 


由 此 知道 原来 的 积分 ( 即 那个 无 限 长 的 竖 直 条 的 面积 ) 确实 为 无 穷 大 . 
记 住 这 些 例子 后 ,我 们 现在 便 可 以 给 出 反常 积分 的 正式 定义 ， 


定义 一 个 积分 | /(*)dx 是 反常 的 是 说 ,和 要么 a 或 5 等 于 +% ,要 么 函数 


f(x) 在 某 些 点 x = c,a cb 等 于 4+w. 
我 们 已 经 讨论 过 如 何在 5 = + % 时 赋 与 这 样 的 积分 一 种 意义 : 


[ fw) dx = lim [Ax) dr 
人 (zydx 的 情况 可 化 到 上 面 情形 ,这 是 因为 | Kxz)dz = - 「 rz)dx 情形 


J mad 
能 够 化 成 上 面 看 到 的 那 种 积分 之 和 ,这 只 要 把 无 穷 区 间 - % < x < o 在 某 个 点 
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c 分 割 开 : 
[far = { fx)dr + [fx) dr 
我 们 现在 专注 于 f(c) = + % 的 情形 ,其 中 < 为 区 间 a < c < 4 中 某 个 数 . 由 
对 函数 y = 一 分 析 的 启发 ,我 们 知道 如 果 [/(*) dx 有 限 , 则 它 可 以 表示 


-于 


[mad = [fx) ds + [ad 
由 定义 ,出 现在 右边 的 积分 必定 分 别 等 于 下 面 的 极限 : 
如 [dr lm /De 
多: 


为 


因此 我 们 以 下 述 定义 表明 其 正当 性 ， 
[mad -名 + 加 Jo (17.5) 


注 ” 仍 有 两 种 要 考虑 的 特殊 情形 : 

(1) 有 许多 个 点 a < cl < ce < … < ct < 5b 使 函数 变 为 无 穷 大 . 

(2) 函数 在 区 间 的 一 个 端点 变 为 无 穷 大 . 

在 这 两 种 情形 积分 都 可 经 分 析 得 到 类 似 于 (17.5) 的 公式 , 在 第 一 种 情形 
中 ,我 们 选取 点 a < cl < d, < c < d, < … < di < cc <b, 使 f(d;) 为 有 限 . 
于 是 


[ad = [ft) + [ AW + [fs) 半 


fo fa + [oa 


而 上 面积 分 中 的 每 一 个 都 可 经 适当 的 极限 计算 求 得 . 
在 最 后 一 个 情形 中 ， 即 甬 数 在 区 间 的 一 个 端点 变 为 无 穷 大 ， 璧 如 f(a) = %， 
此 积分 可 以 用 另 一 个 极限 进行 计算 


[ad jm /A 
例 17.13 计算 积分 
站 dx 
1 3) 1 


画 出 曲线 y = (x - 3) 了 时 ,我 们 发 现 了 在 x = 3 的 一 条 竖 直 渐 近 线 . 
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dx 


(x — 3) 


r= - 面积 (4) + 面积 (8) 


注意 最 后 的 答案 为 负 表明 面积 (4) > 面积 (8) 这 个 事实 . 


8$17. 5 的 习题 


对 于 下 面 的 每 个 反常 积分 用 你 的 CAS 画 出 所 表示 的 面积 ,在 其 中 以 一 个 大 的 数 代替 无 穷 大 . 


确定 此 积分 是 有 限 还 是 无 穷 , 如 果 为 有 限 算出 它 的 值 . 


(人 学 


(4 外 到 此 oy 


Df me . 


(2)[ 广 些 
X44 


(5){ xe™dx. 
(8) 上 此 

和 
i 7 


J 


Of 多 十 eos 
of 


dx 
a2)[ i 
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dx dx 
3 和 (0 
对 下 列 的 每 个 反常 积分 用 你 的 CAS 面 出 积分 所 表示 的 面积 确定 此 积分 是 有 限 还 是 无 穷 不 
要 去 计算 它 的 人 提示 在 试图 计算 一 和 dz 时 注意 有 。 < o?< 对 1 <*<3 成 立 
因此 


* 


3 2 
ef 1 让 < 人 sy dx < ee 


由 于 上 二 此 六 是 无 穷 大 ,我 们 便 能 推 类 出 二 de 也 是 无 穷 大 ， 
(15) i (6)『 — gx 
人 由 (x 二 | 六 
(MD { We G8) arcsin(2) dv。 
用 | Ar 


(19) 证 明 对 4 > 1,e > 过 
(20) 证 明 对 > 6,e” > x 提示 :在 你 的 CAS 上 计算 上 ,然后 证 明 er 的 一 阶 导数 在 * > 5 


为 正 , 从 而 知 在 x > 5 它 是 个 增 函 数 . 
(21) 证 明 对 任意 p > 0,e > x? 对 充分 大 的 所 有 x 均 成 立 . 利用 (21) ,下 列 哪 一 个 反常 积分 为 
有 限 . 


(22) 厂 由 (23) somer-dz 
(24) [ zeme dr (25) 厂 
区 
(26) 定义 F(z) = [ew'du.T(1) 是 什么 ?证 明 此 积分 对 x* > 0 收敛 . 用 分 部 积分 证 明 
T(x +1) = xT(x) ,x >1. 推 断 对 所 有 正 整数 上 有 ITCn + 1) = nl 
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计算 下 列 积分 并 用 你 的 CAS 检验 你 的 答案 . 
dr de 
es — 3cos(x). (2) {se + tan(x)” 
(3) (a) 求 常数 a,5 使 x +1 = (x +ar+1)(x? + bx +1). 
(hb) 用 (a) 中 结论 证 明 [ -7 和 -dx = /8. 
x +l1 
{4) 求 常数 4， ,Bl :Ci ,B, ;C» 使 得 
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3 + dx’ + 16x° + 20x i 4, Br+o, Bx + C, 
(x +2) (x +3): x+2 x+3 (x +3)* 


3x +4x + 16x +20x+9 
利用 此 结果 计算 | 和 270 


(5) 计算 [ aretan(x)dx. 提示 : 令 y = arctan(x) 并 解 出 用 你 的 CAS 画 出 此 区 域 


dx， 


(6) 计算 | V1 + exp(x)dx. 提示 : 今 u = 1 + exp(x). 
(7) 计算 | 2 = 二 dr 
(8) 一 个 城市 有 一 块 长 方形 的 大 小 为 800 英尺 x300 英 尺 的 地 皮 , 短 边 的 一 头 濒临 大 海 . 当 我 


们 从 大 海 移 开 时 人 口 密度 由 65(x) = 500 -Vx 给 出 . 计算 总 人 口 . 提示 :在 一 个 宽 为 Ax 的 
中 心 在 ‰ 的 长 方形 ,如 果 高 度 为 300 , 则 总 人 口 约 为 5(xo) . 300 . Ax. 


(9) 用 你 的 CAS, 画 出 由 曲线 y = In(x) 和 y = - 二 x + 2 以 及 x 轴 围 成 的 区 域 . 求 此 区 域 的 
面积 提示 :对 变量 积分 
(10) (a) 首先 用 求 反 导数 的 方法 计算 [n(x) dx 


(b) 用 替换 x = exp(y) 再 次 计算 同一 积分 . 
用 你 的 CAS 进行 必要 的 长 除 并 将 下 列 有 理 丁 数 写成 (17 2) 的 形式 . 


Xi+Xx:—2 3x: + 12x ~ 
ee tt (12) 一 广 
全 二 全 a xx +6x +2 
AS 
用 你 的 CAS 分 解 多 项 式 为 因 式 并 进行 必要 的 长 除 . 然后 计算 下 列 积分 
5 oe 上 
(15) fs + 二 ly. (16) | 到 Se 2 


dx 
ea ey 
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18.1 几何 级 数 


作为 这 章 的 引言 让 我 们 仔细 思考 一 下 芝 诺 的 悖 论 , 它 说 ,在 数 直 线 上 不 可 
能 从 0 走 到 1. 


0 1/2 34'， "1 


支持 这 个 论点 的 论证 是 这 样 进行 的 :在 从 0 走 到 1 你 必须 经 过 中 点 1/2, 然 后 再 
经 过 与 1 的 中 点 即 3/4 ,等 等 . 由 于 有 无 穷 多 个 中 点 要 经 过 ,所 以 你 永远 达 不 


到 点 1 
我 们 如 何 驳斥 这 个 论证 (毕竟 走 在 任何 两 点 之 间 都 是 可 能 的 )? 首 先 回忆 
(如 同 在 8$ 17. 5 中 看 到 的 ) 
Ok Ny 
2 4 8 16 
假定 数 直线 上 0 与 1 之 间 的 距离 为 1 英寸 而 我 们 前 进 的 速度 是 每 秒 1 英寸 ,于 是 
到 达 点 1/2 要 花 1/2 秒 . 相似 地 ,从 1/2 到 3/4 要 花 1/4 秒 ,如 此 继续 下 去 ,总 的 


从 中 点 到 中 点 到 中 点 等 等 的 时 间 是 和 数 


.228 ， 第 十 八 章 ”无 穷 级 数 


1 1 
2 二 a 18.1 
2 +4+g+16+ (18.1) 


我 们 知道 它 是 1 秒 . 
这 个 看 似 简单 的 问题 事实 上 已 把 我 们 引 向 了 下 面 的 真正 深刻 的 启示 . 


启示 把 无 穷 多 个 数 加 起 来 并 且 得 到 一 个 有 限 和 数 , 这 是 可 能 的 . 


无 限 和 (18. 1) 是 几何 级 数 的 一 个 简单 例子 . 这 种 级 数 的 另 一 个 例子 是 
i (18.2) 


提问 和 (18.2) 是 有 限 的 吗 ?如 果 是 ,其 值 是 什么 ? 
回答 ”我 们 声称 ,使 用 我 们 的 CAS ,能 够 证 明 


Rs 
3 9 27 8 
我 们 从 计算 头 几 项 和 着 手 : 
3 9 “9， 
a Wa 
3 9 27 27， 
1 ] 1 1 40 


有 什么 模式 吗 ?敏锐 的 目光 (还 有 一 点 处 理 求 和 的 经 验 ) 告诉 我 们 
计 + 去 + 十 + 二 + 二 = 全 2 隐 2 (18.3) 
你 能 证 明 它 吗 ?提示 :用 归纳 法 . 
公式 (18.3) 允许 我 们 对 此 无 穷 级 数 求 和 : 


ee 


3 9 27 Nam 3 9 27 81! 
N 

ps (3 和 

Nam 

a 
[| 
_ 工 

= 


定义 ” 设 -1 <r<1, 并 说 a 为 一 任意 的 固定 数 . 一 个 首 项 a 和 公 比 + 的 
几何 级 数 是 一 个 无 限 和 


a+artar +ar +art 十 


18.1 几何 级 数 229， 


注 ”在 上 面 的 定义 中 ,r 是 个 常数 因子 ,每 项 乘 以 这 个 因子 便 得 到 了 其 后 续 
项 . 运用 求 和 符号 2 我 们 能 方便 而 紧凑 地 用 首 项 a 和 公 比 r 表示 为 


Zr". 
例 18.1 首 项 3 公 比 - 17 的 几何 级 数 为 
3_.3413_3.,... 
7 49 343 
注 ”如 果 |r| > 1, 则 |r| 当 nn 一 % 时 会 越 来 越 大 ,因此 此 时 几何 级 数 永 不 
会 有 限 . 
命题 18.2 如 果 |r| < 1, 则 几何 级 数 由 
站 au 


Dor = 二 


n=0 


证 明 ( 形式 的 ) ”只 要 证 明 


| 
2 ~ 1-r 
就 够 了 ,这 是 因为 我 们 可 以 用 a 乘 此 方程 两 边 得 到 一 般 的 结果 . 形式 地 有 


(1 -7r) (ll+rtr+t+r+...) 


=1:(l+r+r+rt) -r (l+r+ir+r+...) 
= (1l+r+r +r + )- (rtr+r+...) 
=1. 
于 是 对 方程 
(1-r). (+r+r+P+…=1 
的 两 边 除 以 (1 - r) 我 们 得 到 所 希望 的 结果 . 
如 何 能 使 上 面 的 证 明 严 格 ? 为 什么 这 个 证 明 当 |r| > 1 行 不 通 ? 在 $ 18. 2 中 
会 看 到 答案 . 
例 18.3 ”将 无 限 循环 小 数 展开 式 
c = 2.713 713 713 713…. 
表示 为 一 个 有 理 数 . 
由 定义 我 们 有 
713 713 713 713 


C =2+ 一 + 一 二 一 5 十 


105 “105“ 109 102 + 
因此 - 2 是 个 几何 级 数 ,其 首 项 a = 713/10’ , 公 比 为 1/103. 命题 18.2 告诉 我 们 
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_2 -713 1 = 733 
10 (1 -证 ) 999， 
10” 
故我 们 最 后 有 
PR ri 
“999 999 
§ 18. 1 的 习题 


求 下 列 几 何 级 数 的 和 . 用 你 的 CAS 求 此 级 数 的 许多 项 之 和 ,以 确认 你 的 答案 . 


(D 袜 2 .3 全 G) Bs 


g 1 -3Y 2 vy c 坑 
14) 2 (3 (5) 52 (3). (OF (2)™. 
(7) > .5 -072 (8) 5 (3) (9) > (3). 
把 下 列 的 无 限 循环 小 数 展 式 表示 为 有 理 数 (整数 的 比 ). 横 杠 表示 循环 节 . 
(10)0.35 = 0.35 35 35.... (11)0. 129 = 0. 129 129 129.….. 
C12)2 17 e917 17. 7 (13)5. 621 = 5.621 621 621.… 


(14) 对 x 的 哪些 级 数 > (eos(z) )* 收 化 ?如 果 它 收 化 其 和 是 什么 ? 
(15) 对 x 的 哪些 值 级 数 > (er)" 收敛 ?如 果 它 收敛 其 和 是 什么 ? 


(16) 对 4 的 哪些 值 级 数 > (In(x) )" 收 伍 ? 如 果 它 收敛 其 和 是 什么 ? 

(17) “只 网 球 从 15 英尺 高 处 落下 . 这 里 是 完全 真空 的 , 故 它 反弹 至 原来 落下 处 高 度 的 4/5 
并 且 无 限制 地 这 样 继续 下 去 . 计算 它 通过 的 总 距离 . 在 50 次 反弹 后 它 通过 了 多 长 的 距 
离 ? 
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设 o ,a,,4;,… 为 无 穷 实数 序列 . 一 个 无 穷 级 数 (或 简单 地 ,级 数 ) 是 无 穷 和 


Da =a +Ta2z +03 十 … 


n=l1 


对 NN > 1, 我 们 定义 上 面 级 数 的 第 N 个 部 分 和 为 


18.2 ”一 般 的 无 穷 级 数 2 


S(N) = RR 
定义 如 果 limS(NN) 存在 并 等 于 * 则 我 们 说 此 无 穷 级 数 收 伍 于 ;否则 我 


们 说 此 级 数 发 散 . 
注 “我们 说 一 个 无 穷 级 数 收敛 指 的 是 它 收敛 于 一 个 有 限 数 ,并 且 如 果 那 


个 有 限 数 是 *, 我 们 则 说 此 和 收敛 于 >. 
问题 ”给 出 一 个 收敛 的 无 穷 级 数 和 一 个 发 散 级 数 的 例子 . 几何 级 数 


1l+rtrtr+t+= 


对 |r| < 1 收敛 . 部 分 和 就 是 
S(1)=1 = 


r-1’ 


1-r 
1l-r’ 
1 - 


2 
5(2) =1+r= , 


r 


1-7 


2 _ 
3S(3) = 1+r+r Tr 


S(N)=1+r+r + +r = 


因此 当 |r| < 1,N 一 % 时 rm 一 0, 我 们 有 
ON a 
当 |r| > 1, 我 们 看 出 上 面 的 级 数 发 散 . 注意 这 个 论证 给 出 了 § 18. 1 提出 的 问题 
的 一 个 严格 的 解答 . 
问题 ”能 举 一 个 非常 熟悉 的 无 穷 级 数 吗 ? 
这 个 问题 的 答案 可 能 是 r = 3. 14159…. 当 我 们 思考 小 数 展开 式 到 底 意 味 


着 什么 时 ,我 们 看 到 实际 上 
4 1 5 


T=3+ 了 一 十 一 十 


9 
10 * 100 * 1000 + 10000 + 100000 + …， 
它 显 然 是 个 无 穷 级 数 . 事实 上 每 个 无 理 数 都 是 一 个 无 穷 级 数 . 记 住 一 个 CAS 不 
能 存储 一 个 数 的 无 穷 序列 a, ,a, ,a ,… 是 重要 的 . CAS 能 够 和 无 理 数 打 交道 并 
且 能 近似 它们 到 任意 的 精度 (这 等 于 是 计算 一 个 部 分 和 ). 
关于 无 穷 级 数 能 问 的 最 关键 的 问题 是 : 
问题 “如 何 决定 一 个 无 穷 级 数 是 收敛 的 还 是 发 散 的 ? 
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在 正面 着 手 解 决 这 个 问题 之 前 (本 章 的 其 余部 分 一 直 环 绕 着 此 问题 的 回 
答 ) ,让 我 们 自己 相信 每 个 实数 的 无 限 小 数 展开 式 ( 如 像 398. 213 715 023…) 是 
一 个 收敛 的 无 穷 级 数 . 

考虑 展开 式 co. aiazasa…, 其 中 oo 为 任意 整数 而 a,(n = 1,2,3,…) 是 0 与 9 
之 间 的 任 一 整数 . 于 是 由 定义 ， 


2 的 一 + 和 
Go0. Q1G20304… = Go0 十 + 106 +T000 + 0 000 + 

对 w > 1, 此 级 数 的 第 NN 个 部 分 和 i 是 

下 站 3 

S(N) So ot + or 
9 9 9 9 

do +10+10+10 + + jo™ 

Nn +1,， 
这 是 因为 几何 级 数 闻 + 六 + 一 了 0 + … 收敛 于 1. 我 们 最 后 得 知 部 分 和 的 序列 非 


和 4o + 1. 在 一 般 情 形 中 ,任意 满足 这 些 特定 条 件 的 序列 必 有 
一 个 极限 ,而 我 们 的 序列 正 是 如 此 . 


18. 3 ”积分 判别 法 


设 岂 xz) 为 一 正 的 递 降 函 数 ,其 中 zx > 1. 于 是 必 有 
有 1) > 1(2) > f(3) > … 
我 们 可 以 叙述 第 一 个 收敛 判别 法 . 
积分 判别 法 ” 如 果 _f(x) 是 个 正 的 递 降 函 数 ,并 对 x 二 1 可 积 , 则 


Pn) 
收敛 当 且 仅 当 
[mad 


收敛 . 
证 明 ”假定 此 积分 收敛 . 于 是 在 下 图 中 每 块 矩 形 R, ,R,,R,,… 的 面积 由 
面积 (R,) = f(2) . (2 - 1) =f(2), 
面积 (R,) = f(3) . (3 -2) = f(3), 


18.3 积分 判别 法 .233 ， 


面积 CR) = f(4) (4 -3) = f(4), 
给 出 . 由 于 所 有 这 些 面 积 的 和 严格 小 于 此 
曲线 与 + 轴 ( 对 x > 1) 之 间 的 面积 ,我 们 立 
即 明白 


Em < [mod 


反之 ,如 果 袜 fn) 收 伍 , 则 我 们 看 出 在 下 
图 中 曲线 和 * 轴 (对 x > 1) 之 间 的 面积 小 于 
所 有 这 些 矩形 面积 的 和 ,因而 
[wa < BA). 
ons 4 对 上 的 值 , 级 数 


y=f(x) 


下 
收敛? 
由 积分 判别 法 ,级 数 守 点 收 化 当 且 仅 当 矿 dr/ 收敛 考虑 此 积分 时 发 现 
有 两 种 情形 : - 


情形 1 当 p = 1 时 积分 为 
「 此 = lim | 旦 = limln(B) = oo ， 
1 月 一 "2 


B+%w 1 
= 
因此 之 万 发散 ， 
情形 2 当 p 1 时 积分 为 
”dx _,. dx 
本 本 = 
Xl- | 8 
= lim 
Bomn1-p 1 
a B'™? 1 
= lim(: ep 


因此 并 六 当 p > 1 时 收敛 而 p < 1 时 发 散 . 
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例 18.5 级 数 
hd n 
名 m +4 
收敛 吗 ? 
我 们 必须 检查 积分 
” x 
| n +4 


” x Ce ， 
| zd= limf = dz = lim] ep 


X +4 Bw x ++4 有 om 


lim n (3 ~ln(u) | a 


三 lim (ln(B +4) — lIn(5)) 


2 


n 、 
了 发散 ， 


8$18. 3 的 习题 


用 积分 判别 法 确定 下 列 无 穷 级 数 哪 一 个 收敛 . 以 你 的 CAS 对 此 级 数 作 多 项 求 和 以 确认 你 的 
答案 ， 


(1) - 议 : 3 直 NTTER (EE 


2 . 
a (SN 
(7) 2 ne™. (8) ZS In(n). O95 ; pS 

S 人 2n+3 eR 
党 n+3n+2. (ll ) 5 3 +3n+2 (12) 2 (sin(n)) 


(13) 设 SCN) = > 二 .证明 In(N +1) < S(N) <1 +In(N). 


1010 


(14) 证 明 > -< 25. 


18.4 其 他 的 收 钱 判别 法 - 235 ， 


18.4 ”其 他 的 收敛 判别 法 

判别 收敛 性 的 最 简单 也 最 强 有 力 的 方法 之 一 是 把 一 个 级 数 与 男 一 个 级 数 
作 比 较 

比较 判别 法 ”如 果 壮 o. 和 立 只 为 无 穷 级 数 ,0 < os < bsn = 1,2,3,…， 
， 名 “和 多 

2 ou < 到 中 (18. 4) 

由 不 等 式 (18. 4) 我 们 推断 出 

(i) 如 果 级 数 5 收敛 于 某 个 数 5, 则 级 数  e, 收敛 于 某 个 数 < 5， 

(ii) 如 果 by a, 发 散 则 by 6 必然 发 散 

例 18.6 证明 级 数 


Fs 
An +n+3 A n 


因而 由 比较 判别 法 知道 ,左边 的 和 收敛 . 
例 18.7 证 明了 一 一 <2. 


n +n+3 


上 面 的 讨论 说 明 内 需 证 明 允 三 < 2 就 行 了 . 由 积分 判别 法 我 们 知道 


从 而 
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n=} 有 +3 
收敛 还 是 发 散 ? 
这 时 可 以 把 我 们 的 级 数 与 级 数 


| 
> Da 
n=l =] 
上 ,由 于 

n 

4° 


作 比 较 , 我 们 知道 它 是 个 收敛 级 数 . ee “+3 > rn, 有 


< 
a n 


已 知 的 最 有 用 的 判别 法 之 一 是 比值 判别 法 ,我 们 现在 来 叙述 它 . 
比值 判别 法 ” 设 a,> 0,n = 1,2,3,…. 如 果 


Ga +1 


=L 


存在 ,那么 如 果 L < 1, 则 并 收 敏 ;如 果 三 > 1, 则 于 发 散 ;如 果 = 1 ,此 关 
别 法 没有 提供 任何 信息 . 


例 18.9 级 数 
wm 7 
征订 
收敛 吗 ? 
这 里 a = 本 ,os = ,它们 的 商 由 
_ (n+1) Wy 
二 n'/2" 
_ (n+1)’. 2" 
n’ 2n+i 
_ fnm+lY .1 
人 
EE 1yY .1 
a 
给 出 因此 


lim 2 = lim(1 + £). 


n 


由 于 此 极限 小 于 1, 比值 判别 法 告诉 我 们 此 级 数 收敛 . 


1 
2 » 


18.4 其 他 的 收敛 判别 法 


例 18.10 利用 比值 判别 法 确定 级 数 


n! 


n=l n” 
是 否 收 敛 . 
且 不 管 此 问题 显 见 的 复杂 性 ,我 们 看 到 
A 
n n" nt (n+ Da 
因而 
Qn (n+1)t/(n +1)"" 
a, 国 ni/n” 
_ (n+1)!., n” 
”nl! (n+1)" 
三 RE 
TS 
-1 
(3 + Y 
但 是 
n __l1 
n+l 1 11 
n 
因此 最 后 是 
ntl 2 1 
Qn 四 ] \ 
(1 + 一) 
由 此 ( 见 命题 8.7) 有 
lim ul 过 lim 一 -= 二 
(1 + 一 ) 
又 因为 二 < 1 ,故此 级 数 收敛 
提问 ”我们 能 用 比值 判别 法 确定 
1 
和 


是 否 收敛 吗 ? 


HF 
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回答 ”在 此 例题 中 a = 1 ,oa = 1/(n+1)’, 而 
tim = in(1) = 和 (区 = 
因此 比值 判别 法 在 此 种 情况 没有 提供 任何 有 用 的 信息 ,我 们 必须 寻找 一 些 另 外 
的 方法 来 分 析 此 级 数 (正如 我 们 已 经 看 到 过 的 ,积分 判别 法 是 合适 的 ). 
比值 判别 法 的 证 明 “我们 给 出 
J 
而 且 上 < 1 时 的 证 明 .LL > 1 的 情形 是 相似 的 , 留 给 读者 . 我 们 从 选 一 个 数 ! 使 得 
L < 1 < 1 着 手 . (18.5) 式 告诉 了 我 们 对 大 的 n, 商 a,,,/a 与 二 非常 接近 . 因此 我 
们 可 以 选 一 个 数 NN 如 此 之 大 ,使 得 对 所 有 n 二 NN 有 


Cn+1 


=L (18.5) 


a 


< /1， 
可 以 将 其 重 写 为 
al < a,. (18.6) 
因为 (18.6) 式 对 所 有 n 三 NN 成立, 它 对 n = NN 成 立 ,因而 
av < lay. 


类 似 地 , 当 我 们 令 n = N + 1 时 (18.6) 产生 了 
anwa < lann, 

当 我 们 令 n = N +2, 则 得 到 | 
Cnwt < Vant， 

等 等 . 

如 果 把 头 两 个 不 等 式 cv < lay 和 an,。< lan, 联合 起 来 ,我 们 得 到 

Qn < Lay. 

再 将 这 个 不 等 式 与 av < law,s 联合 起 来 ,我 们 得 到 
dn:3 < lay, 

依 这 种 方式 继续 下 去 我 们 得 到 
asl < lay, 
Qnr2 < Bay, 
dvs3 < Bay, 

将 这 一 连 串 的 不 等 式 的 两 边 都 加 起 来 产生 了 下 面 关 键 的 不 等 式 : 


av +awi+ana + < (T+l+h +) ay. 


18.5 “” 具 正 项 和 负 项 的 无 穷 级 数 :239 
注意 到 这 不 等 式 右 端 包含 了 几何 级 数 1 +1+ 忆 + …. 由 于 几何 级 数 只 当 ! < 1 时 
收敛 ,我 们 推断 
Da 守 (TF a) (anw + ans + Qnr 十) 


<(ya)+(I+1+ 己 +) .a 


仅 当 ! < 1 时 收敛 ;证 完 . 


一 


放生 


§ 18. 4 的 习题 


确定 下 列 级 数 中 哪 一 个 收敛 . 用 你 的 CAS 作 级 数 的 多 项 和 以 确认 你 的 答案 . 


. (PD) 


De pe CD 
ACES) CS 于 过 (0 Fim 

D5 (9) 5 所 (95 Ee 

(10) 5 (11) 5 2 (12) > (ese 本 全 
(03) 4 9 (5) 让 


18.5 具 正 项 和 负 项 的 无 穷 级 数 


我 们 现在 的 注意 力 集 中 在 无 穷 级 数 4 , 其 中 a, 或 者 是 正 的 或 者 是 负 的 . 


这 类 级 数 的 简单 例子 有 
ES (18.7) 


和 
二 (18. 8) 


定义 一 个 级 数 对 a, 被 称 做 绝对 收 合 是 指 如 果 级 雪 宁 |a | 收 全 
n=1 n=l1 
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全 18. 11 确定 级 数 (18.7) 和 (18.8) 是 对 收 级 
因为 1 + 二 + 本 + 二 + 二 +… 发 散 ( 我 们 曾 用 积分 判别 法 看 到 ) ,所 以 1 - 


1 1 1 1 1 1 
广 + 地 ~- 夺 + 亏 一 … 不 是 绝对 收敛 的 . 另 一 方面 ,我 们 已 知 1+ 坟 + 襄 + 直 + 
二 ;.… 收 全 ,因此 1 -上 + 二 - 土 + 上--.… 是 绝对 收敛 的 . 


4 9 16 25 
在 下 面 定理 中 可 以 看 出 研究 绝对 收敛 的 动机 . 


定理 18.12 如果》 |a, | 收敛 则 a, 收 黎 , 即 绝对 收效 性 蕴含 了 通常 的 


收敛 性 . 

证 明 初 看 起 来 比较 判别 法 好 像 是 个 合适 的 工具 . 这 里 的 唯一 障碍 是 比较 
判别 法 只 能 用 于 由 正 项 组 成 的 级 数 . 为 了 把 我 们 自己 调整 到 能 够 使 用 比较 判别 
法 的 情况 ,定义 下 面 的 正 项 级 数 . 设 


[> 


5 


Sa, Sa; 
为 无 穷 级 数 , 其 中 
，_ Ja。， 如 果 a, = 0， 
> 如 果 a, < 0; 
以 及 


n 


0， 如 果 a, 三 0， 

[ee 如 果 a, < 0. 

由 定义 ,ai ,ax < ,|, 因 此 与 对 |a, | 进行 比较 知道 级 数 寻 a: ， 允 a; 必定 都 
收敛 最 后 注意 到 


+ Ey 
a, = a, ~a, 


便 完成 了 证 明 ,而 级 数 > o， 收敛 于 


(Ze (Za 
定理 18. 12 让 我 们 重新 叙述 比值 判别 法 ,使 得 它 rn 
级 数 


广义 比值 判别 法 设 > a, 为 一 个 一 般 的 级 数 使 得 


18.5 ” 具 正 项 和 负 项 的 无 穷 级 数 .241 ， 


.la 
lim|—|=L 


n% 


a, 
存在 . 如 果 工 < 1, 则 此 级 数 绝对 收敛 ; 如果 > 1, 则 此 级 数 发 散 ;而 如 果 
L = 1, 则 此 判别 法 没有 给 出 任何 信息 . 
例 18.13 级 数 
ph = 


绝对 收敛 吗 ? 
我 们 计算 所 要 的 极限 : 


1 
i |(-1)" ?n+1) /3 | lim ( + 省 1 
a, nm [|(-1)"n/3°"| nm 3 3° 
因此 我 们 得 出 此 级 数 绝对 收敛 的 结论 . 
现在 我 们 转 而 注意 级 数 
1 1 1 1 


站 


这 个 级 数 收敛 吗 ? 为 解决 此 问题 ,我 们 先 在 CAS 上 作 些 试验 . 设 
S(N) = ER 


代表 此 级 数 的 前 w 项 之 和 . CAS 告诉 我 们 
S(1) = 1， 
3S(2) = 0.5, 
S(S) = 0.783 33.…， 
S(10) = 0. 645 63…， 
$(100) = 0. 688 17…， 
S(1000) = 0. 692 65… 
这 个 序列 确 平 是 收敛 的 . 回想 此 级 数 不 是 绝对 收敛 的 ,这 使 我 们 有 了 制定 下 面 
定义 的 念头 . 
定义 如 果 一 个 级 数 另 a 收 仇 ,但 于 |4, | 却 不 收效, 则 称 此 级 才 为 条 件 
收 全 
问题 ”级 数 1 -了 + 本 -于 + 二 -… 条 件 收 伍 吗 ? 
答案 原来 与 我 们 凭 经 验 得 来 的 直觉 是 一 致 的 : 此 级 数 的 确 收敛 由 于 上 面 


lim 


n+% 
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这 个 级 数 中 各 项 的 符号 交替 变化 (从 正 变 到 负 ) ,这 些 级 数 被 称 做 交错 级 数 . 下 
面 这 个 有 名 的 定理 让 我 们 能 分 析 一 大 类 不 是 绝对 收敛 的 交错 级 数 . 


定理 18. 14 如 果 交 鲁 级 教 实 (- 1)' "Ma,( 其 中 的 项 a, 0) 满足 
a > a > 0 > … 一 0， 
则 此 级 数 收 伊 , 即 若 级 数 的 项 wu 递减 并 当 严 一 o 时 趋向 于 零 , 则 此 级 数 收敛 
证 了 明 ”还 是 以 考虑 部 分 和 


S(N) = > a 


着 手 我 们 的 证 明 . 
我 们 断言 
0 <S(2) < $(4) < $(6) < S(8) < (I) 
和 | 
S(2m) < ai, 其 中 恬 = 1,2,3,…. (1) 
为 了 证 实 ( ) ,注意 有 
S(2m) = (Ga -0@) +(aa -a) + 二 (zm — can). 
由 于 数 序 列 a, 当 n 越 来 越 大 时 减少 至 0, 于 是 我 们 知道 
(al ~ @), (03 - 0),(as ~ a6) 
中 每 一 项 都 是 正 的 , 因而 ( 工 ) 成 立 . 男 一 方面 , 我们 重新 安排 此 和 便 得 到 了 
( I): 
S$S(2m) = a ~- (0 -03) - (04 03) - (gi ~ qom2) -dm <a. 
由 此 得 知 部 分 和 5(2m) 形成 一 个 增加 序列 , 它 的 每 一 项 以 w 为 上 界 ( 即 小 于 
Qa1). 它们 因而 必定 趋向 一 个 极限 *. 为 完成 证 明 我 们 考虑 差 
S(2m +1) -S$S(2m) =(-1)2?2a， 
由 于 当 n 一 % 时 此 差 趋 向 0, 我 们 得 出 部 分 和 5(2m + 1) 的 序列 也 收敛 于 极限 * 
例 18.15 级 数 


ek 
2 万 


收敛 吗 ? 
由 于 


故此 级 数 条 件 收 敛 . 
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注 例 18. 15 中 的 级 数 收敛 得 一 点 也 不 能 ,这 可 通过 CAS 计算 此 级 数 的 前 
N 项 之 和 看 出 . 仍 以 SCN) 表 前 N 项 和 , 则 S(10) = 0.450 73…,S(100) = 
0. 555 02…,S(1000) = 0. 589 09.…. 


8$18. 5 的 习题 


确定 下 列 级 数 中 哪 一 个 绝对 收敛 或 条 件 收敛 . 用 你 的 CAS 求 此 级 数 的 多 项 和 . 指出 你 使 用 了 
哪 一 个 收敛 性 判别 法 . 


E93 _ 四 ” -1 加 Vn 
2 (六 ) (2) yn Di 
(5 oa) ns (5) > 一 号 “3 (0) Ce 

© 15n4 es (区 i pb 
A De er (8) 2 (9) 之 二 

呈 网 sin( 这 ) 2 (3n)" 
0) ns (D3 12) 3 全 
(9) 5 与 下 0 G9) 全 下 

北三 ns LE + 一 

n 
18.6 帘 级 数 
宕 级 数 是 一 个 形 如 


凶 
n 2 3 
2 ax = G0 十 Ql + gayx + asx ph 


的 无 穷 级 数 , 其 中 * 为 变量 , 数 a, 为 固定 的 实数 
例 18.16 无穷 和 


TI +x+X + = 
1 -x 


是 个 宕 级 数 
提问 ”对 于 哪些 x 值 ，- 般 矫 级 数 Paw 绝对 收敛 ? 


回答 ”尽管 没有 对 此 问题 的 一 个 包罗 一 切 的 答案 ,但 广义 比值 判别 法 通常 
会 提供 一 个 回答 . 如 果 极 限 
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|a ux" | Ql 
a, 


存在 , 则 我 们 会 找到 一 个 x 值 的 区 间 ,在 此 区 间 上 此 寡 级 数 收敛 . 
例 18.17 对 x 的 哪些 值 宕 级 数 


了 
Cl 二 


lim = lim [xil 


nm QnX" | mn 一 中 


， 
和 
| = 加 时 -学 ， 

因此 当 |x| < 3 时 此 级 数 收 化 

定义 如 果 一 个 每 级 数 局 our 对 |x| < 及 绝对 收 北 , 则 我 们 定义 (最 大 的 
这 种 ) 及 为 此 里 级 数 的 收敛 半 经 . 

警示 。 存在 宕 级 数 ,譬如 lx ,只 在 x = 0 时 收 人 这 时 我 们 说 收 全 半径 
为 0. 

例 18.18 证 > nlw" 的 收敛 半径 为 零 

我 们 又 一 次 运用 广义 比值 判别 法 : 


1 n+] 
| lim ln + Dal= | 
nlx WE 


因此 此 级 数 仅 在 x = 0 收敛 
现在 考虑 一 个 一 般 的 短 级 数 
f(x) = Dar, 
一 个 函数 A 作 x*). 当 我 们 ( 逐 项 ) 对 f(x) 微分 便 得 到 了 


f(x) = ao + ax + qx + ayx’ + ee, 


0， 如 果 x = 0， 
% ， 其 他 ， 


lim 


n+ 


f(x) = al +2ax + ax + ee, 


或 更 加 简洁 地 
f'(x)} = et 
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(应 该 注意 ,我 们 略 去 了 取 此 级 数 导 数 的 正当 性 的 详细 阐述 . ) 自然 要 问 f '(x) 
什么 时 候 收敛 . 
定理 18. 19 考虑 寡 级 数 几 xz) = 也 nx" 和 它 的 导数 (x) ES Sno 
如 果 f(x) 具 收 化 半径 尺 则 /'(x) 也 有 收 华 半径 民 
证 明 ”定理 由 广义 比值 判别 法 连同 下 面 小 小 的 观察 
. /n+l1)Yy_i. Ea, 
下 (= 名 (+ 二 = 
得 到 . 设 R' 是 f(x) 的 收敛 半径 . 我 们 由 下 面 的 计算 算出 R'. 
(n+l)anx | 1 /n+l)., Qn 
na,x" 9 站 lim (~ ) 
然而 后 面 的 这 个 极限 是 我 们 对 f(x) 的 级 数 应 ee 
一 样 . 因此 R = R'. 
例 18. 20 求 耳 数 一 3 和 的 等 级 数 . 什么 是 其 收 伍 半 径 


bin Cn+l 
EC 
Qn 


lim 


N+ 


如 果 首先 让 /(x) = 和 i 


fx) =1+x+X + + 


其 收敛 半径 为 1. 因为 /'(x) = 二 ,我 们 找到 一 个 此 函数 的 级 数 展开 式 


| a = 1 +2x +3x: +4x + 
定理 18. 19 规定 了 收敛 半径 还 是 1. 
最 后 ,如果 
ja) = Ba 
是 一 宏 级 数 ,我 们 可 以 逐 项 积分 (仍然 省 略 了 某 些 证 明 的 细节 ) 得 
Vr = ( 工 o 关 1+ 人， 
其 中 C 为 积分 常数 . 另外 的 选择 是 ,我们 写成 


f(x) = Go +aIX 十 i + ax + ee, 


3 4 
注意 ,这 个 新 级 数 的 收敛 半径 与 原 级 数 的 一 样 (类 似 于 定理 18. 19). 


[x)ax = Ga + …。 
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例 18.21 ”对 一 积分 得 到 In(1 - x) 的 寡 级 数 ， 


如 前 ,我 们 有 
1 =1]+X%+X + + 
1-x 
而 积分 给 予 我 们 
3 
[x = C+x+ 和 + > +: 
因为 | 一 -dx = -In(1 -x) + C, 我 们 有 
一 半 
-~ ln(1 -x) = C+44+ 生 ++ 生 + 
在 方程 两 边 取 x = 0 看 到 
-ln(1) =0 =(C， 
因此 
局 
ln(1 -x) i 
从 而 完成 了 这 个 例题 . 
§ 18. 6 的 习题 
求 下 列 每 个 寡 级 数 的 收敛 半径 . 
(P20) Op BD 
(9 对 委 CD (OF Go” 
c (x -4)" (2x -1)" nl 
CI 所 (8) 3 i CD 


下 面 的 每 个 宕 级 数 对 |x | < 1 都 收敛 . 决定 在 点 x = + 1 级 数 是 发 散 ,绝对 收敛 ,还 是 条 件 收 
伍 ? 


0) 5 乞 ， (0 (2) Bn 
S > 宇 . 0 2 a NS 


(16) 一 的 备 级 数 由 一 二 = > + 给 出 . 计算 二 re 
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-计算 让 于 二 并 求 其 宕 级 数 . 求 arctan(x) 的 震级 数 . 


一 的 宕 级 数 


第 十 八 章 的 附加 习题 
(1) 证 明 如 果 lim >。 和 jim > 都 存在 , 则 


bn Bl. i 2 + 2 
(2) 称 级 数 > o, 为 柯 西 级 数 是 说 ,如 果 对 每 个 > 0 存在 一 个 数 六 使 得 对 所 有 的 mn > N 
有 
| 下 {1; | < 已. 


证 明 一 个 柯 西 级 数 收敛 . 其 逆 是 否 也 对 ? 
借助 于 你 的 CAS 检验 下 列 级 数 是 否 是 柯 西 的 ， 


(35 i 


(OF)" i 


Cn 
(32 n+l 


nal 


i 


(8) 一 个 无 筋 乘积 ] 4 0 被 称 为 收 全 是 说 如 果 序列 p。= 了 收 全 有 limp, #0 
(a) 证 明 如 果 (1 六 = , 则 In( pe 
(b) 对 > 0, 证 明 [ (1 和 当 且 仅 当 立 < ou. 


(9) 乘积 ] (1 于 ) 收 m3? 
对 下 列 级 数 求 和 以 及 其 收敛 半径 


Oo + cos (x) + + cos™ (x) + 


(11) 上 pp “am rs 
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求 下 列 级 数 的 收敛 半径 . 
(14) Zr" Coos(#))". (15) > 
(10) 2 (-D™ tT (17) 3 (0s) ) wm. 


(18)1 + > 各 全 
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19.1 切线 近似 


设 y = f(x) 为 区 间 a < x < b 上 的 可 微 函数 . 它 在 x = a 的 切线 具有 和 斜率 
了 "(a) ,而 此 切线 的 方程 由 
y=f'(a)(x -a) +f(a) (19. 1) 
给 出 . 由 于 靠近 4a 的 x 值 上 切线 非常 接近 曲线 ,我 们 可 以 按 下 面 的 方式 用 它 来 双 
近 我 们 的 函数 . 设 x = a + ,其 中 是 个 小 的 数 . 


画 在 上 右 图 中 的 点 已 在 切线 上 ,其 坐标 为 (a + 及 (a) + 所 oa)). 而 点 Q 在 曲 
线 自身 上 ,有 坐标 (a +h, f(a +h)). 观察 到 当 h 小 时 点 P 非 常 接近 0 这 个 事实 ， 
我 们 便 得 到 了 近似 
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ey (19.2) 
例 19.1 用 (19.2) 去 近似 V10. 
在 近似 公式 (19.2) 中 . 设 /A(x) = Vi,a = 9,h = 1, 于 是 1 '(*) = 寺 夺 ， 
/(9) = 3,/"(9) = 去- 我 们 得 到 了 
VI0~ 1 + 3 = 3.166 6.... 
例 19.2 用 (19.2) 近似 v 了 .了 
设 /(x) = x1. 于 是 f '(x) = 了 


了 


和 选取 a = 8,h = -六 ,有 8) = 2,/ 
"(8) = 五 ,(19.2) 产生 了 
J ke ys 
7.5 ~-]7*X3 +2 = 1.958 33.... 
例 19.3 ”用 一 阶 导数 近似 cos(33°). 
设 /(x) = cos(x), 于 是 f'(x) = -sin(x). 选取 a = 站 和 = 荀 ' 我 们 看 
到 Ka) = 党,/ "(a) = sin( 所) = - 二 所 得 到 的 近似 值 是 


cos(33°) 一- 十 7 


1 .7 
2 “60 
$19.1 的 习题 


用 (19.1) 的 切线 近似 去 近似 在 指出 的 点 上 的 下 列 函 数值 . 用 你 的 CAS 算出 实际 值 以 检验 你 
近似 有 多 精确 . 


(1) VI5.5. (2) V67. (3) YI.ol. 
(4)cos(62°). (5)tan(34°). (6)1n(0.9). 
{7)ez 2. (8)sin(87°). (9)cos(112°). 
(10) (1.01)'%. (11)In(3). (12)cosh( 1) 


19.2 ”以 泰勒 多 项 式 近似 函数 


设 /(x) 为 一 函数 ,譬如 sin(x) ,In(*x) ,e’ 等 等 . 一 个 CAS 的 最 引 人 注 目的 特 
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点 是 它 计算 f(x) 到 任意 精度 的 能 力 . 例如 ,一 个 CAS 可 以 计算 e ,in(2) 或 
sin( m/8) 到 六 位 精度 ,这 里 六 是 任意 整数 ( 当然 如 果 选 得 太 大 了 ,计算 可 能 要 
花 数 年 ,这 是 不 可 行 的 ). 

由 于 存在 无 穷 多 的 函数 ,而 CAS 用 户 可 以 很 快 地 计算 几乎 所 有 的 函数 到 一 
百 位 精度 ,那么 自然 要 问 CAS 是 如 何 完成 的 . 有 一 点 是 清楚 的 , 那 就 是 CAS 的 设 
计 者 用 了 高 度 有 效 的 近似 算法 . 在 这 节 我 们 要 考查 一 个 简单 的 算法 (其 正当 性 
将 在 后 面 给 出 ) , 它 将 给 出 对 任意 满足 下 面 两 个 性 质 的 函数 f(x) 的 近似 : 

性 质 1 浮 数 (x) 在 包含 0 的 区 间 上 无 限 可 微 . 

性 质 2 ”已 知 值 

f/f(0),f'(0),f"(0),…, f™ (0), 
并 且 这 些 值 当 mm 一 % 时 不 会 随 mn 过 快 地 增长 

注 “我们 在 这 里 提出 的 算法 所 基于 的 想法 是 将 f(x) 换 成 一 个 无 穷 级 数 ， 
然后 用 此 级 数 的 前 面部 分 去 近似 A(x). 当 此 无 穷 级 数 收敛 时 此 算法 才能 行 得 
通 . 正 是 由 于 这 个 理由 ,数值 /(0), f'(0), j"(0) ,… 不 能 够 随意 大 . 一 个 能 保 
证 此 算法 成 功 的 简单 的 增 大 条 件 是 ,假定 存在 一 个 常数 c > 1, 使 得 |/" (0) | < 
cm! 对 m = 1,2,… 成立, 其 中 回忆 一 下 定义 :m! = 1 2 … (天 二 1) mr 

例 19.4 也 数 /(x) = e 满足 性 质 1 和 2. 事实 上 ,e* 可 以 微分 要 多 少 次 就 
多 少 次 .e 的 所 有 导数 都 是 e’, 即 f(x) = e* 对 所 有 m = 0,1,2,… 成立. 另外 ， 
因为 0) = 了 '(0) = 了 "(0) = … = er = 1, 故 性 质 2 十 分 明显 . 

例 19.5 多 项 式 f(x) =x -3x +1 满足 性 质 1 和 2 我们 有 f'(x) = 3x -6x， 
f"(x) =6x~-6f"(x) =6, 以 及 f(x) = 0,m > 3. 它 的 这 些 导数 值 容易 被 算 
出 , f(0) = 1,f'(0) =0,f"(0) =-6 以 及 f/f"(0) = 0,m > 3. 

掌握 了 这 样 一 大 类 函数 ,我们 用 三 个 步骤 来 描述 这 个 近似 算法 . 

步骤 1 选取 一 个 整数 m > 0 并 计算 

及 3) m) 
0) 0) 全 全 (0 


” mm 


步骤 2 构造 多 项 式 
psx) = 10) +f (0) + EO OD ,EE Dm 


2 下 31 ml! 
称 它 为 m 次 泰勒 多 项 式 . 
步骤 3 对 任意 x, 有 近似 
f(x) ~ p, (x). 
注 ”次 泰勒 多 项 式 就 是 § 19. 1 的 切线 近似 . 
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例 19.6 我们 能 迅速 地 使 用 我 们 的 算法 去 近似 数 e. 设 九 zx) = e ,我 们 要 
去 近似 f(1) = e. 
步骤 1 选取 m = 4, 我 们 立即 看 出 


No) =1 70 -1 = 
步骤 2 ”所 要 的 4 次 泰勒 多 项 式 是 


bn sd (Me 1 
2 3 6 4 4 


e =f(1) ~ pl) =1+1+ 二 + 


1 
2 6 
注意 我 们 能 利用 这 个 算法 去 近似 。， 
e =f/(2) ~=p(2) =1+2 + 他 + 如 + 车 = 7. 


例 19.7 为 了 近似 ln(1.5) ,我 们 设 /(x) = ln(1+x). 于 是 f(x) 二 二 了 


十 % 

ny rp m 
f (x) 二 (1 ep (x) 

式 去 近似 f(0.5) = ln(1.5). 

步骤 1 这 里 的 f(0) = In(1) = 0,f'(0) = 


[而 选取 m = 3 ,我们 便 能 以 3 次 泰勒 多 项 


0 =1, 


2 


=-1,/"(0) i = 2. 


步 邓 2 泰 盘 多 项 式 由 p(x) = * -各 + 各 给 出 


f"(0) = 


步骤 3 ” 令 * = 六 我 们 得 到 


例 19.8 作为 此 算法 的 最 后 一 个 例题 我 们 近似 v2. 考虑 f(x) = VIT+ 于 
是 f "(x) = (1 Pe = -二 (1 +x) 至 ,以 及 Fw(xz) = ER +x) 主 
选取 m = 3 ,我 们 可 近似 f(1): 
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步 野 1 这 时 A0) = 1, (0) = 二,A"(0) = -二 ,以 及 f"(0) = 子 . 


x 


步骤 2 三 次 泰勒 多 项 式 是 p,(x) = 1 i 
步骤 3 最 后 我 们 得 到 近似 
1 


1 1 
V2 ~=p3(1) =1+7 "+= 1475. 


注 ”m 完全 由 你 选取 . 较 大 的 m 值 意味 必须 做 更 多 的 工作 ,而 结果 将 是 更 
加 精确 的 近似 . 

问题 ”为 什么 这 个 算法 可 行 ?作为 m 的 函数 ,我 们 能 预测 出 此 近似 有 多 么 
精准 吗 ? 

对 这 些 问 题 的 回答 构成 了 本 章 的 剩余 部 分 ,而 且 它 们 引 向 了 泰勒 级 数 一 般 
理论 的 展开 . 这 个 结果 是 CAS 用 户 可 以 用 来 迅速 计算 几乎 任何 自然 存在 的 可 微 
消 数 的 强大 工具 . 


$ 19.2 的 习题 


对 下 列 的 每 一 个 函数 求 其 4 次 泰勒 多 项 式 . 
(1)e™, {2)cos(x). (3)sin(x). 


(4)In(1 - x). (5)tan(x). (6) VI 十 区 

(7) YT + 2x. (8) cosh(x). (9)sinh(x). 

用 1,2,3,4 次 泰勒 多 项 式 在 指出 的 点 上 近似 下 列 函 数 . 用 CAS 计算 的 值 去 比较 你 的 答案 . 
(10)e. (11)cos(58°). (12)sin(47°). 
(13)1n(0. 9). (14)tan( 175°). (15) V1.1. 

(16) 泊 (17)1In(3). (18)eosh( 过) 
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我 们 现在 处 于 要 给 8 19. 2 提出 的 算法 以 一 个 正当 理由 的 地 步 . 下 面 的 定理 
是 麦克 劳 林 第 一 个 发 现 的 . 
定理 19.9 设 /(x) 由 下 面 的 需 级 数 表 示 ; 


f(x) = 了》 
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它 对 某 个 尺 > 0 在 |x| < R 中 绝对 收敛. 于 是 它 的 系数 由 公式 
(0) 


nt 


Cn 二 


给 出 ， 
证 明 ” 当 计 算 
f(x) = a0 + ax + Ax + 
在 x = 0 的 值 时 ,一 开始 我 们 就 看 到 
/(0) = ao. 
微分 拟 x*) 一 次 并 令 x = 0 得 出 
(xz) = al +2ax + 3ax’ 十 4ax3 + 
且 
f "(0) = a. 
按 此 方式 继续 进行 ,我 们 看 到 
f(x) = 2a, +3 x2ax +4 Xx3axr: + 
以 及 
f "(0) = 2a, 
或 
£"(0) 


本 


21 
显然 此 步骤 可 无 限 次 重复 ,并 且 在 微分 /(x)n 次 之 后 我 们 得 到 
f(x) = (nl)a, + ((nt+ Dnew2a nn )x + ((n +2) a ) x + ee 
令 x = 0 则 给 出 所 想 要 的 结果 : 
ff" (0) = (nl)a,. 

称 级 数 

< Ho (0) 

3 证 本 


为 凡 x) 的 麦克 劳 林 级 数 . 
例 19.10 求 XKx*) = sin(x) 的 麦克 劳 林 级 数 . 
在 此 例题 中 求 微分 非常 容易 : 
f(x) = cos(x), f(x) =—sin(x), f(x) =— cosx, 
而 f(x) = sin(x). 由 此 有 


19.3 “麦克 劳 林 级 数 " 255 。 


(0) 0 
Ho) =0， f(0) 1 A 0 人- 
0 J £7 (0) _ 1 a ) a £7 (0) ee 
A 51 Sl 71 71 
等 等 . 因此 0 的 麦克 劳 林 级 数 是 
_ bg (-1 n+ 
sin(x) = a 


我 们 已 经 求 出 的 麦克 劳 林 级 数 具 有 无 穷 大 的 收敛 半径 , 即 它 对 任意 实数 x 收敛 . 
例 19.11 求 cos(x) 的 麦克 劳 林 级 数 . 
微分 fx) = cos(x) 给 予 我 们 f '(x) =- sinx, f "(x) =- cos(x)， 
f(x) = sin(x) 等 等 . 因此 我 们 有 


3) 4) 1 
Ko) = 41,170) = 0 =- 十 三 0 
并 且 最 终 有 
的 0 
cos(X) = 
这 里 的 级 数 又 有 无 穷 的 收敛 半径 . 
例 19.12 求 In(1 ~x) 的 麦克 劳 林 级 数 . 
在 此 最 后 一 个 例题 中 , Kx) = In(1 -x), f(x) = 记 二 ,xz) = 一 |， 
一 区 (1 ~x) 
3 -2 
让 (x) = TT 一 而 对 n>1， 
f(x) = 二 (m 二 1)1 
(1 -x)" 
因此 ， 

O00 1820 1 /Mm 
fA0) 20.10) = -1 =- -村 万 人 =- 二 …， 
我 们 得 到 了 所 需要 的 展开 式 ， 

In(1 ~- x) =- 2 一 


{nn 


注意 ,此 级 数 对 |x| < 1 绝对 收敛 , 当 * = 1 它 发 散 ,而 且 对 x = - !1 为 条 件 收敛 . 


$ 19. 3 的 习题 


对 下 列 函 数 计算 麦克 劳 林 级 数 . 确定 每 个 级 数 的 收敛 半径 . 
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(1)e™. {2)e™. (3)cos(2x ). 
(4)In(e + %). (5) a (6) 天 元 
(7)cosh(x). (8)sinh(x). (9)e”. 
(10)10". Cs (12) (x - 1)3. 
19.4 二 项 式 级 数 

考虑 展开 式 


(x +y)” = x +2xy 十 和 

(这 是 熟知 而 初等 的 . ) 用 我 们 的 CAS ,很 容易 地 得 到 展开 式 
(x+y) = 和 +3x2y + 3xy +Yy, 

(x +y)” =x" + 4xy +6xy +4xy +y, 


无 限 地 下 去 . 暂且 专注 于 (x + y) 的 展 式 . 如 果 我 们 对 这 表达 式 的 两 端 除 以 *’， 
便 看 到 
1 3 3 2 3 
(+7) = (1 + 之 ) =1 +3( 工 )+3( 工 ) + (过 ) 
这 个 等 式 解释 了 一 个 原理 , 即 如 果 我 们 得 到 了 展开 式 
(1+x) =1+3x+3x2+X3， 
然后 经 一 点 代数 处 理 , 我 们 可 以 恢复 (x + y)” 的 展开 式 . 
对 任意 实数 r,(1 + *) 的 展开 式 可 以 经 计算 函数 
f(x) = (1 +%)" (19.3) 
的 麦克 劳 林 级 数 得 到 . 
我 们 从 计算 下 列 各 式 开始 : 
/(0) =1， 
f'(0) =r(1+0) = r， 
(0) +(F -1)(1+0) 一 -rr(r-1) 
21 21 We 


2 


(0) rr-D)(r-2)(1+0)? rr-1)(r-2) 
cy 31 E 31 Wp 


oe 


19.4 ”二 项 式 级 数 


为 简化 上 面 的 系数 ,我 们 引进 二 项 式 系数 ( ) , 它 由 下 式 定义 : 


是 
n 
O-! 
(1)= ed a oh tb RY 


n nl! 


这 样 做 后 ,麦克 劳 林 级 数 可 由 简洁 公式 
{1 +x)' = 县 ( 
”给 出 . 


注 “ 称 此 为 二 项 式 级 数 . 如 果 > 是 个 整数 , 则 二 项 式 系数 
人 到 r(r 一 1).…(r 一 天 +1l) 


n nl 
对 n > 时 为 0, 从 而 (19.6) 中 的 和 是 有 限 的 ( 像 人 们 预料 的 那样 ). 
例 19.13 求 (1 +*)’ 的 二 项 式 级 数 . 
事实 上 ,我 们 返回 到 原来 的 公式 : 
3 
(1 +x)3 = > 
3 3 3Y 2 31 3 
={0)+ (1 加 (2 + (3)* 
=] +3x +3x2 + wi, 
例 19.14 求 (1 +%x)? 的 二 项 式 级 数 . 
这 里 的 展开 式 是 无 限 的 (并 不 显然 ) :用 我 们 的 一 般 公 式 : 


1 “= 人工 
(1 +x)Y -中 让 
n=0 加 


因为 


" 257。 


(19. 5) 


(19.6) 


(19.7) 
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(1. 
的 -2 二 (19.8) 


ee 


我 们 最 后 有 
人 i 
(1 +x) =1+7% 8 + J6” 128” + (19.9) 

$ 19. 4 的 习题 
计算 下 列 的 二 项 式 系数 . 以 你 的 CAS 构造 ( ") 来 检验 你 的 答案 . 

sy 2 1 le 
(GD 四 (02) (0) | 3 | | 2 

2 0 
(5) -二 (6) - 方 (7) 0. 21 (8) 一 3.21 
| | ( ) ( ” } 


(9) 求 (1 + xx) 了,(1 +%x) 下 ,(1 +%x)”” 和 (1 +x) 的 二 项 式 展开 . 

(10) 求 (1 + x)"” 的 二 项 式 展开 的 前 四 项 . 

(11) 用 (1 + x) 了 的 二 项 式 展开 的 前 四 项 对 疫 估 值 . 用 前 50 项 得 到 更 好 的 近似 . 

(12) 用 (1 + x)" 的 二 项 式 展开 前 四 项 对 2* 估 值 ,使 用 近似 值 r ~ 3. 14. 用 二 项 式 展开 的 前 
50 项 连同 更 为 精确 的 近似 值 r = 3. 14159 得 到 2" 的 更 好 的 近似 . 


19.5 ”函数 的 泰勒 近似 中 的 误差 估计 


在 $19. 2 中 我 们 给 出 了 用 一 个 m 次 泰勒 多 项 式 去 近似 一 个 葡 数 作 x) 的 算 
法 : 
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Hz) TORIAOES A re 00)on (19. 10) 


当 m 一 % 时 这 个 近似 有 多 好 ?值得 注意 的 是 ,可 以 得 出 差 
m) 
fx) - (0) +f'(0)x + … + (0) 


的 一 个 准确 的 以 积分 表示 的 公式 . 对 此 积分 估 值 后 ,我 们 便 能 有 效 地 预测 近似 


公式 (19. 10) 是 如 何 精确 的 . 
定理 19.15 设 几 xz) 为 一 函数 , 它 在 区 间 |x*|<4,4 >0 上 (m+1) 次 可 微 . 


于 是 对 任意 满足 |x| < 4 的 x, 我 们 有 
Ha - (KO) #7 Os + + 人 oj- [CD Ea 
例 19.16 设 f(x) = e*. 于 是 f(t1) = er =e 对 mm =1,2,3,… 成 
立 ;由 定理 19. 15 ,我 们 有 
ee-(1rz+ 生 + …， 4 i 
I ee oN 


应 该 注意 到 没有 近似 一 个 积分 的 一 般 方 法 ,每 个 情形 中 的 论证 必须 个 别 进行 . 
例 19.17 由 


给 出 的 对 e 的 近似 的 精度 如 何 ? 
如 果 在 例 19. 16 中 令 x = 1 我 们 有 


e- (1+1+Hi + +) = —— ed 
现在 对 0 < t < 1 我 们 有 


e <e<3 
以 及 
(1 -1)"<1. 
这 些 简单 的 估 值 表明 
[ Ce < [3 ， dt = 二 
因此 我 们 最 后 有 
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例 19.18 计算 e 到 4 位 小 数 . 
为 了 e 的 近似 值 精确 到 4 位 小 数 ,误差 必须 在 10 之 内 , 即 我 们 必须 选取 m 
使 得 
3 


A < 10 
这 可 由 选 m = 8 来 完成 ,因为 8! = 40 320 而 
0 
用 CAS 快速 计算 表明 
ss1+1 L 1L+L+d+ 工 -27183 


2 
例 19.19 近似 Ye 到 3 位 小 数 . 
这 里 仍 用 例 19. 16 的 公式 ,以 x = 十 代 人 ,看 到 


到 人 : 
e rr | py edt. 
这 时 我 们 从 极 简单 的 估 值 
e <er 2 
和 
1 m 
人 
开始 ,其 中 0 < + < 二 ,并 由 此 推出 
1 m 
1 — 1 1 
1 (3 ) PE 1 
| ni 
所 要 的 精度 可 由 选取 m 得 到 ,这 个 m 使 得 
1 到 
六 二 . (19. 11) 
m = 6 将 适合 于 我 们 的 目标 ,最 终 有 
Ve ~ 1. 649. (19. 12) 


定理 19. 15 的 证 明 ”对 m 进行 归纳 来 证 明 此 定理 . m = 0 的 情形 由 微 积分 
基本 定理 立即 得 到 ， 
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flx) -0) = [rpDd (19. 13 ) 
现在 假定 此 定理 对 于 k < m 已 知 , 即 当 k < m 有 
k) ee 各 天 
Ho - (KO) +f (Oe + te) = [op EF 
(19. 14) 


我 们 必须 验证 在 上 = m + 1 时 的 定理 . 用 分 部 积分 上 面 上 = m 的 最 后 面 的 那个 积 
分 得 到 


[FP = A% 
- ye [FD GD (19. 15) 


(m+ Di +1)1! 
~ m+] m+2 六 (% = | 
= rE "(0) + [f (9 Ce 


结合 (19. 14) 和 (19. 15) 产生 了 


m) m+1) 


= [f° (0). (x (19. 16) 
(m+1)! > 


这 验证 了 k = m + 1 时 的 定理 . 因此 定理 由 归纳 得 证 . 


8$ 19. 5 的 习题 


”计算 下 列 的 数 到 所 要 的 精度 . 用 你 的 CAS 计 算 适当 的 ( 具 充 分 大 m 的 )m 次 泰勒 多 项 式 ,选取 
m 得 到 所 要 的 精度 . 


(1) Ye 到 3 位 小 数 . (2) Ye 到 10 位 小 数 . (3)eos( 也 到 3 位 小 数 . 
(4)sin( 子 ) 到 10 位 小 数 。 (5) 5 到 10 位 小 数 ， (6) 好 到 20 位 小 数 
(7)ln(2) 到 10 位 小 数 . (8)ln(3) 到 50 位 小 数 . (9)cosh(2) 到 10 位 小 数 . 


(10)5*” 到 20 位 小 数 . 


19.6 一 般 的 泰勒 展开 式 


在 $ 19. 2 中 考察 过 用 泰勒 多 项 式 近似 函数 的 一 个 算法 . 然而 这 个 方法 要 求 


.262 ， 第 十 九 章 ” 素 勒 级 数 


我 们 的 函数 满足 两 个 性 质 : (1)f(x) 在 一 个 包含 0 的 区 间 上 无 限 可 微 , 以 及 
(2)f(0) 和 (0) 的 值 对 上 = 1,2,…,m 为 已 知 . 可 惜 ,有 许多 例子 并 不 满足 第 


二 个 性 质 . 例如 ,假设 我 们 要 作 v3 的 近似 . 我 们 能 用 似乎 挺 好 的 函数 


f(x) = v2+% (19. 17) 

来 试 一 试 , 它 在 0 附近 显然 可 微 . 当 进 行 计算 f 和 它 在 0 Wi 
0) = 0) = CO——,f" 罗 19. 18 
f(0) = V2, (0) i 0) = a ( ) 


因而 除非 知道 V2 的 值 ,否则 v3 的 近似 计算 便 不 能 进行 . 这 时 当然 可 以 用 另外 的 
函数 来 作 近 似 , 辟 如 f(x) = vl +x. 
非常 多 的 情形 是 已 经 知道 一 个 函数 及 其 导数 在 某 点 c 的 值 而 这 里 的 c 关 0. 


例如 ,函数 Kxz) = (x - 2) 了 在 * = 3 特别 好 ,因为 /(3) = 1,/'(3) = 子 ， 


/"(3) = - 立 等 等 .把 原来 的 算法 推广 到 另 一 个 算法 将 是 有 用 的 ,在 那里 我 们 


计算 所 考虑 的 函数 及 其 导数 在 3 的 值 (或 一 般 地 某 个 方便 的 点 “) , 便 能 得 到 近 
似 级 数 的 系数 . 

在 开始 阐述 这 个 新 算法 时 ,我 们 令 c 为 一 常数 . 定义 一 个 关于 x = c 的 震级 
数 为 一 个 无 穷 级 数 


人 (一 C) (19. 19 ) 

其 中 a, 为 固定 实数 ,n = 0,1,2,…. 如 果 (19.19) 对 |x -c|< 民 绝对 收敛 而 对 

Ix -c|> RR 发 散 , 则 称 R 为 窜 级 数 (19.19) 的 收敛 半径 . 如 果 函 数 A(x) 可 以 表 
示 为 

a Das- 0)", 


则 必须 (其 论证 类 比 于 定理 19. 9 所 给 出 的 ) 
-A 0) 


nl 


于 是 此 展开 式 有 形式 


to = EF -eo)", 
并 被 指称 为 /(x) 关于 x = 。 的 泰勒 展开 . 
例 19.20 求 /(x) = er 关于 x = 2 的 泰勒 展开 


19.6 一 般 的 泰勒 展开 式 ,， 263， 


点 * = 2 的 确 是 个 好 选择 :f(2) = e ”= 1, 大 (2) =1,f”(2) = 1 
因此 


例 19.21 求 sin(2x - 1) 关于 x = 二 的 泰勒 展开 . 


对 于 儿 (x) = sin(2x - 1) 我 们 容易 看 出 ( 广 ) = 0, 进 而 ， 
f'(x) = 2cos(2x - 1), 


从 而 
/'(3) = 2,f"(x) = -4sin(2x - 1) 

产生 了 

/四 -= 
而 

f"(x) =-8cos(2x — 1) 

表明 

让 
照 此 继续 我 们 得 到 了 想 要 的 展 式 ， 

sin(2x ~ 1) = 2(x -二 -人 (x -二 + 站 (> -二 

§ 19.6 的 习题 


对 下 列 函 数 求 关于 已 知 点 x = “的 泰勒 级 数 的 前 四 项 . 用 你 的 CAS 画 出 原来 的 函数 , 它 的 4 次 
泰勒 多 项 式 . 这 些 图 像 舍得 近 吗 ? 


(1)e”… 关于 x = 2 (2)cos(3x -2) 关于 x = 


2 
二 
(3)sin(x) 关于 x = 笃 (4)eos(z) 关于 x = 2m - 工 . 


(5) Vx 关于 x = 16. (6)tan(x) 关于 x = 工 . 
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(7)ln(x) 关于 * = e. (8)x"” 关 于 x = 1 
(9)x- 了 关于 x = 27. (10)In(sin(*)) 关于 x = 也 


19.7 ” 复 泰 勒 级 数 和 欧 拉 公式 


因为 没有 一 个 实数 的 平方 等 于 - 1, 故 方程 x** + 1 = 0 没有 实数 解 . 但 是 我 
们 可 以 把 虚数 i = V- 1 的 存在 性 作为 公设 . 由 定义 i 的 方式 我 们 看 到 i? = - 1， 
= 一 ii = 1,i = -1 等 等 . 当 我 们 把 虚数 i 加 进 实数 集 R 中 时 所 产生 的 扩大 
了 的 数 系 被 记 为 
C= la+tbila,beR}|, 
并 称 其 为 复数 . 
对 复数 可 以 进行 加 , 减 , 乘 和 除 . 例如 
(2+3i): (1-2i) =(2+3i) -~-(2+3i) .2i 
=2+3i~4i+6 


一 个 复 震 级 数 是 形 如 下 面 的 震级 数 
其 中 ms C. 由 于 a,e C 必 有 具 形式 a,= r + ip,, 其 中 1.,p, < RR , 故 得 到 复 才 
级 数 可 以 表达 为 下 面 的 和 ， 

Zr = (Pn) ti( Pp) 


单 复 变 函 数论 是 个 重要 的 数学 分 支 、 它 已 超越 了 本 教程 的 范围 为 了 嗜 到 一 点 
这 个 漂亮 学 科 的 滋味 ,我 们 将 推导 出 哆 拉 公 式 , 该 公式 说 
ei = ee + isin( 0). 


函数 e 的 泰勒 级 数 是 站 忆 . 如 果 我 们 形式 地 把 x 换 作 i9, 此 泰勒 级 数 成 


中 三 


“ /n\n 2 :303 .404 
e = 》 (6) A (19. 20) 


19.8 ” 洛 必 达 法 则 “ “265， 


=1+i0 -1 -iar tar tist 6T+ 
0 ,9 {1。 
三 (1 i eh ) 


= cos(0) + isin(08). 
例 19. 22 。” = -1. 剖 无 疑问 ,这 是 数学 中 最 精彩 的 等 式 之 一 . 注意 它 将 6， 
T 和 ji 联系 在 一 起 ! 
例 19. 23 ”用 欧 拉 公式 验证 下 面 的 三 角 函 数 等 式 : 
cos(20) = (cos(0))’ - (sin(0))’, (19. 21) 
sin(20) = 2cos( 0)sin( 8). 
因为 e”% = cos(20) + isin(20) ,由 定义 
e = (e*)’ = (cos(0) + isin(0))’ 
= (cos(0))? - (sin(0))’ +2icos(0)sin(0), (19. 22) 
我 们 推导 出 cos(26) = (cos(0))?- (sin(6)) ”和 sin26 = 2cos(0)sin(0). 


8$ 19.7 的 习题 

进行 下 面 涉及 复数 的 算术 计算 . 用 你 的 CAS 检验 . 

()(3+20 + (1 -5i). (2) (3 +2i) . (1 -5i). (3) 归 二 3 
(4) (2 + 3i)2. (5) (2 + 3i)™, (6) (1 + i)3. 


(7) 将 欧 拉 公 式 用 于 指数 恒等式 e”. e*” = ef 来 求 出 cos(a +5) 和 sin(a +5) 的 公式 . 
(8) 用 欧 拉 公式 于 ew” = (e”)? 以 求 出 cos(39) 和 sin(39) 的 公式 . 
(9) 求 cos( N98) 的 公式 ,其 中 放 为 任意 正 整 数 . 


(10) 求 eos( 万 ) 的 公式 ,其 中 为 任意 正 整 数 


19.8 洛 必 达 法 则 


泰勒 级 数 的 另 一 I 应 用 是 其 计算 极限 的 能 力 ， 如 像 


lim ,im CY ,im 站 + 工 (19. 23 ) 
s+2 5 $+ 克 一 
4 


CO 


这 些 是 不 定式 的 极限 的 例子 ,这 是 因为 它们 每 个 都 有 形式 
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其 中 /(c) = g(c) = 0. 洛 必 达 (1661 一 1704) 找到 一 个 能 计算 这 类 极限 的 简单 
规则 . 假定 /(x) 和 g(x) 都 在 x = 。 周 围 的 某 区 间 中 有 收敛 的 泰勒 级 数 展开 , 则 
此 法 则 告诉 我 们 
lim 2) lim. 
g(x) -ee g(x) 
注 ”如 果 /'(c) = &'(e) = 0 则 lim 人 (和 又 是 不 定式 ,要 求 第 二 次 使 用 洛 


必 达 法 则 . 
例 19.24 使 用 洛 必 达 法 则 计算 (19. 23) 中 的 极限 . 
观察 这 些 计算 , 则 洛 必 达 法 则 的 用 处 就 清楚 了 . 


2 区 3 1 4 
lim i = lim = = 一 
Emy TX 3 _T TX 
eos( 宇 ] 4sin( 党 ) 
1 
lim In(x) - lim -2 = 1. 
x-+】 入 一 x—*] 1 


例 19.25 计算 极限 
lim + sin(%) 


/0% — sin(x). 
这 时 我 们 有 
lim 区 + sin(x) _ lim! + cos(x) _ 加 
OX-sin(x) >01-cos(x) 
为 了 表明 洛 必 达 法 则 的 正确 性 , 设 
f(x) =f'(c)(x < c) + 一 c) a 
g(%) = g'(c)(x -ce)+ ED: -cz + 二 


为 用 x) 和 g(x) 的 泰勒 级 数 展开 . 于 是 


小 技巧 
/ 二 1 
je a (c) (x c) 下 21 (x C) 十 (x 二 于 


eh g'(c)(x— 人 ce) + E(x -cc)” + ! 


19.9 ”用 泰勒 级 数 解 微分 方程 “267， 


/2 
ec) + (x -ce) + ae 
a Ps 8 


除非 有 f'(c) = g'(c) = 0. 但 这 时 我 们 有 
pi 2 + (x+ 


CO i £1"() 
ag) EO -0 + ot 


除非 有 f"(c) = g"(c) = 0. 这 时 应 应 如 何 进行 下 去 是 清楚 的 


$ 19. 8 的 习题 

用 洛 必 达 法 则 求 下 列 极限 . 

(4) Re (5) lim a (6) ly et 和 
(7) 四 (8) 四 (9) 起 
(9 mi i ~ i 订 (DD) lg 3 (0 ne 


(13) 使 用 洛 必 达 法 则 计算 
el 5 2 
tim sin(me ) dt 
你 也 应 该 用 代入 对 sin( me ) 的 泰勒 级 数 展开 式 逐 项 积分 后 的 式 子 来 做 此 计算 
(14) tim 人 对 形 如 的 极限 ,通过 令 = 二 并 令 y-0 的 方法 ,能 证 明 洛 必 达 法 则 仍 行 得 通 
请 证 明 . 


19.9 用 泰勒 级 数 解 微 分 方程 


解 微分 方程 最 有 效 的 方法 之 一 是 ,一 开始 就 假定 其 解 可 以 被 表示 为 短 级 
数 . 在 作 此 假定 后 ,我们 便 可 将 此 级 数 代 入 该 微分 方程 并 力图 解 出 此 震级 数 的 
系数 . 用 两 个 例题 来 解释 这 个 方法 ,它们 将 向 读者 展示 这 个 方法 的 威力 . 

例 19.26 解 微分 方程 


` 268 第 十 九 章 ”泰勒 级 数 


dy - 
= 2x7. 


开始 我 们 假定 一 个 解 y = f(x) 由 迄 级 数 给 出 , 即 
y=f(x) = Dar 
然后 ,由 定义 ， 
中 = al +2ax +3aaxz2 + ee, 
将 问题 化 为 解 系数 a ,a,,…. 代 此 震级 数 展 式 到 原来 的 微分 方程 中 ,产生 了 
Qi 十 2a2X 十 3aax + = 2x(a0 + ax + ar + …) 
= 2aox + 2a1x + 2asx’ 十 

或 者 等 价 地 ， 


al + (2a -2ao)x + (3a -2ai)x +(4a -2a,)x +: = 0. 


此 短 级 数 恒 为 0 的 唯一 途径 是 其 每 项 系数 为 0: 


EE 


由 这 些 方程 我 们 看 到 


六 
和 
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19.9 ”用 泰勒 级 数 解 微 分 方程 .269 . 


Nt 


0， 如 果 n = 1,3,5,7,…， 


ge on 9 如 果 = 0,2,4,6,8,.…, 


而 a 的 值 仍 未 确定 (可 为 任意 值 ). 由 于 只 有 偶 次 系数 才 对 此 级 数 有 所 贡献 , 当 
我 们 令 n = 2k,k = 0,1,2,… 时 ,此 函数 有 形式 
fl(*) =aZ 
此 级 数 正好 是 个 熟悉 的 . 事实 上 它 是 函数 
f(x) = aoe™ 

的 泰勒 展开 ,因此 y = aoe” 是 方程 9y = 2xy 的 通 解 . 常数 a 在 初始 条 件 给 出 时 
便 能 确定 . 初始 条 件 的 一 个 例子 是 y(0) = 10, 这 时 m = 10. 

例 19. 27 ” 解 微分 方程 

dc 7 
我 们 开始 又 一 次 假设 
= Go +GIX 二 GON2 十 

微分 两 次 产生 了 
全 = ai +2a2x +3a3x 十， 
d’ 


EE 2a, +3 x 2a3x + 4 x 3asx? + …, 
连同 原 微分 方程 ,我 们 得 到 恒等式 
2a, +3x2ax +4 x3ax +… = ao 二 aX 十 GaX2 十 
故而 
(2as -ao) +(3x2a -al)x+(4x3al -a)r + =0 
以 及 


2a: -~ a =0， 
6as ~ a =0， 


12a: ~ a = 10， 
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30as - a = 0， 
再 次 解 出 这 些 方 程 ， 

0 0 
en 

| Qi 
UD 
0 
712 二 4 
二 
T207120 ”5 
.0 
% 7 30 7 720 7 61? 


ETETEEEEEEY 


到 此 时 ,其 模式 显现 出 来 了 : 


= 如 果 n = 0,2,4,6,.…: 
a, = A 

QI 

> 如 果 n = 1 .3.3977 

nl 


这 里 的 ce 和 ww 是 未 定 的 ,而 此 微分 方程 的 通 解 y = 灰 x) 由 下 面 的 和 给 出 : 


bd 2k wt 
7 =m CT! “> Gh DT 
常数 ao,a, 在 初始 条 件 给 出 后 ,譬如 y(0) = 1 和 y'(0) = 1, 才 能 被 决定 . 在 这 
时 ,y(0) = 1 意味 oo = 1, 类 似 地 y(0) = 1 表明 a = 1, 这 是 由 于 


人 
sh 


提问 。 求 了 数 y = (x) ,使 得 4 学 = y 并 有 初始 条 件 y(0) = 1 和 y(0) = 上 
回答 。 在 例 19.27 中 已 经 指出 过 
w+! 


eT er 


初始 条 件 y(0) = 1 和 y'(0) = 1 蕴含 a。= 1 = ai. 因此 我 们 可 以 简化 此 级 数 得 
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到 


§ 19.9 的 习题 


用 泰勒 级 数 的 方法 解 下 列 微分 方程 . 试 认 出 级 数 解 , 并 且 当 初始 条 件 给 出 后 ,用 它们 定 出 党 
数 . 


(Dy =1. (2)y” = x ,7(0) = 1,7(0) = 1,7(0) =1. 
{3)y’ +2y = 0. (4)y” = -yy(0) = 1,y'(0) = 0. 

(5)y" +xy = 0. (6)Y" -xy' +2y = 0. 

第 十 九 章 的 附加 习题 


对 于 下 列 问题 使 用 CAS 应 大 加 鼓励 . 

(1) 写 出 下 面 的 每 个 多 项 式 为 (x - 2) 的 多 项 式 . 
(a)3x2 — 6x +4. 
{(b)x* ~ Sx’ + 9x?. 


求 具 有 指出 的 次 数 ,关于 指出 的 点 的 泰勒 多 项 式 . 


{2)cos(%) ;2n,T. (3)exp(cos(x));3,0. 

(4) Tn,0. (5)cos(x) ;2n,m/2. 

用 充分 大 次 数 的 泰勒 多 项 式 计算 下 面 的 数 到 指定 的 精度 . 
(6)sin(5); 误 差 < 10™. (7)arctan(1) ;误差 < 10-m. 


(8) 假设 /和 & 在 点 a 的 泰勒 多 项 式 分 别 为 
> Ke -0)' 
5 ri -a)'. 

求 /+ g，/*g 在 a 的 泰勒 级 数 的 系数 
(9) 求 Kxz) = 「 .exp(- 272)d 在 0 的 4 次 泰勒 多 项 式 . 


(10) 计算 exp( - 1/2) ,误差 < 10-， 
(11) 用 级 数 法 解 下 列 微分 方程 : 


(a)y”= 24 -~ 了 
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(b)y’ = exp(t) + 4 — 三 


(12) 假设 一 种 鱼 的 种 群 在 某 池塘 内 按 微分 方程 
dP 
ee 0. 001(1000 - P)P 
增长 . 
(a) 鱼 的 种 群 在 平衡 态 是 说 它 随时 间 保持 常数 . 如 用 池塘 的 鱼 的 数量 来 表示 的 话 请 解 
释 它 意味 着 什么 ? 


(b) 我 们 知道 > 0, 且 4 依赖 于 已 对 己 的 什么 值 有 时 > 0? 对 什么 样 的 P 信 旦 < 03 


用 鱼 的 种 群 数 表示 的 话 , 请 解释 这 意味 着 什么 ?你 能 看 出 为 什么 环保 主义 者 要 指认 
1000 为 此 池塘 能 承载 的 鱼 的 容量 ? 
(c) 捕 鱼 会 对 鱼 的 种 群 有 什么 影响 ?如 果 鱼 以 每 年 80 的 比率 被 捕捉 会 发 生 什么 ?( 在 全 
年 其 分 布 是 均匀 的 ). 对 年 率 * 建立 微分 方程 并 求 出 其 平衡 态 . 
(d) 用 级 数 法 解 此 微分 方程 . 
(13) 用 级 数 法 解 微 分 方程 
7 = (7y-1)(y~-3) +x,y(0) =0. 
设 y = g(x) 代表 此 解 . 曲线 y = g(x) 在 点 (3,5) 的 切线 交 y 轴 于 点 (0,10). 
(a)g'(3) 是 什么 ? 
(b) 用 线性 近似 对 g(2. 95) 佑 值 . 
(14) 假设 A'(x) = cos(x*), 且 f(1) = 0. 首先 用 线性 的 然后 用 2 次 的 近似 对 了 (0.5) 估 值 . 
(15) 线性 近似 (1 +x)* ~ 1 + hx 相当 有 用 . 在 对 下 列 值 用 此 近似 时 , 求 出 我 们 所 造成 的 误差 . 
(a) (1.03)°,(b)(1.001) "7, (ce) VT-0404. 
(16) 设 h 是 个 二 次 可 微 函 数 使 得 h(2) = 3,h(2) =-2, 及 -2 < h(x) < 1 对 所 有 
0 x 4 成 立 .证 明 0 < h(3) < 2. 


第 二 十 章 ” 二 维和 三 维 空间 中 的 
向 量 


20.1 向 量 简介 


向 量 是 个 数学 存在 , 它 被 两 个 成 分 唯一 决定 :大 小 和 方向 . 在 笛 卡 儿 平 面 
( 即 二 维 空间 ) 中 ,我 们 可 以 把 一 个 向 量 形象 化 地 看 作 一 支 箭头 . 


箭头 的 长 度 是 它 的 大 小 . 我 们 定义 其 方向 以 x 轴 与 向 两 头 延长 向 量 形成 的 直线 
之 间 构 成 的 角 a 度量 . 

向 量 概念 的 一 个 物理 实现 是 一 个 具 已 知 大 小 以 指定 方向 施行 的 力 . 

这 里 有 一 个 要 掌握 的 微妙 之 处 :向 量 被 它 的 长 度 和 方向 唯一 决定 . 它 不 依 
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赖 于 其 他 任何 东西 . 特别 它 不 依赖 于 我 们 选择 它 的 所 在 平面 中 的 位 置 . 在 下 面 
的 图 示 中 我 们 看 到 在 空间 中 两 个 不 同位 置 上 的 一 个 已 知 向 量 . 正如 同 只 有 一 上 颗 
答 普 钻石 (世界 上 最 大 的 蓝 钼 石 ) 一 样 ,不 管 它 是 在 博物 馆 还 是 在 矿 洞 里 ,同样 
也 只 有 已 知 长 度 和 已 知 方向 的 一 个 向 量 而 不 管 它 是 从 点 (1,2) 出 发 的 还 是 从 点 
(5,1) 出 发 的 . 


上 图 中 的 两 支 箭 头 相互 平行 且 有 同样 的 长 度 :它们 代表 同一 个 向 量 . 唯一 界定 
了 起 普 钻 石 的 感官 品质 与 其 所 在 地 无 关 , 相 似 地 ,大 小 和 方向 的 数学 量 唯一 定 
义 了 向 量 . 

提问 如何 从 数学 上 表示 向 量 ? 

回答 表示 二 维 空间 中 一 个 向 量 的 经 典 方式 是 用 一 对 实数 (a,5) 或 一 黑 
体 字 母 . 有 时 需要 特别 表明 这 是 个 向 量 ,我 们 在 这 对 数 上 面 放 上 一 个 箭头 ,写成 

v= (a,b) 

来 代表 这 样 一 个 向 最, 它 由 一 支 箭头 表示 (从 任 一 点 书 出 发 ) ,并 由 此 箭头 是 一 
个 两 直角 边 长 为 a 和 6。 的 直角 三 角形 的 斜 边 这 个 条 件 唯一 决定 . 


直观 地 ,我 们 把 向 量 (a,8) 想 成 是 沿 水 平方 向 移动 a 步 ,又 在 竖 直 方向 移动 5 步 
得 到 的 一 支 箭头 . 向 量 与 图 中 点 的 选取 无 关 . 

例 20.1 画 出 代表 向 量 (2,3) 的 三 支 不 同 的 箭头 . 

向 量 (2,3) 由 从 某 个 点 出 发 水 平移 动 2 步 然后 竖 直 方向 移 3 步 而 唯一 决定 . 
下 面 的 三 支 箭头 均 代 表 同 一 向 量 . 
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提问 已 知 向 量 (a,6) , 它 的 长 度 和 方向 是 什么 ? 
回答 a,6) 的 长 度 (由 毕 达 哥 拉 斯 定理 得 出 ) 是 简单 的 Var + 太 向 量 的 
方向 只 不 过 是 角 a = arctan{ 之 ) ,这 里 的 e 限定 的 范围 是 -站 < a <n 


下 一 步 我 们 考虑 具 x,y 和 z 坐标 轴 的 三 
维 坐标 系 . 实数 的 一 个 三 元 组 (a,b,c) 是 个 
三 维 空间 中 的 向 量 . 它 可 由 一 支 箭头 表示 ,由 
从 任意 点 出 发 , 沿 x 方 向 移动 a 步 ,再 沿 y 方 
向 移动 上 步 ,最 后 沿 z 方 向 c 步 得 到 . 

命题 20.2 三 维 向 量 (a,b,c) 的 长 度 为 
Va + 到 +e. 

证 明 设 L 表 示 向 量 (a,b,c) 的 长 度 . * 
参照 下 面 的 图 解 . 观察 到 型 +c = 了 和 a + 6 = 于, 从 而 我 们 得 到 


也 = Va +b +c. 
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$20. 1 的 习题 

求 下 列 向 量 的 长 度 ; 

(1) (2,5). (2)(0, - 1,1). (3)( -1.5,2). (4) (去 ， - 填 : 方 } 

(5)(Y2, -V3). (6)(0, ,1). (7) (mn,1). (8)( -3,1,0). 

(9) 用 你 的 CAS 构造 一 个 函数 , 它 对 输入 的 一 个 向 量 (a,5) ,输出 在 点 (0,0) 和 (a,6) 间 的 一 
支 箭 头 的 图 形 . 


(10) 用 你 的 CAS 构造 一 个 函数 , 它 对 输入 的 一 个 向 量 (a,5) 和 一 固定 点 P = (p,9) ,输出 在 
点 P 与 (4a,6) 间 的 一 支 箭头 的 图 形 . 
(11) 在 三 维 空间 中 重复 习题 (9) 和 (10). 


20.2 向 量 代 数 


正如 数 和 函数 能 够 加 , 减 , 乘 和 除 那 样 , 自然 想 要 在 向 量 上 实行 这 些 运 算 . 
记 住 这 一 点 ;我 们 从 加 法 开始 . 

向 量 的 加 法 是 个 非常 自然 的 过 程 (从 几何 的 角度 看 ). 已 知 两 个 向 量 v 和 w， 
最 显然 生成 第 三 个 向 县 的 办 法 是 将 原来 的 两 个 向 量 头 尾 相连 ,把 得 到 的 在 图 中 
用 虚线 表示 的 向 量 定义 为 v + w. 


> 


为 了 以 符号 来 表示 这 个 过 程 ,我 们 假定 
v = (a,b),w = (c,d) 并 考虑 右 图 . 由 定义 ， 人 


假若 "从 某 点 己 出 发 , 则 9 表示 我 们 在 水 平方 | > 
向 移动 了 a 步 而 在 竖 直 方向 移动 了 5 步 并 到 -5---: 全、 


达 了 点 Q. 现在 放置 w 使 其 从 0 出 发 ,我 们 看 
出 , 按 定义 v+w 也 就 是 向 量 (a +c,b+d). 注 
意 这 个 特定 的 图 示 中 d < 0. 

我 们 将 上 面 的 讨论 概括 为 下 面 的 定义 . 

定义 ” 设 v = (a,b),w = (c,d) 为 二 维 空间 中 两 个 向 量 . 我 们 定义 

vt+w= (a+c,b +d). 

三 维 空间 中 的 向 量 有 类 似 的 定义 . 

定义 设 w = (a,b,c),w = (d,e,f) 为 三 维 空间 中 两 个 任意 向 量 . 我们 定义 

v+w= (a+td,b+e,c+f) 

注 注意 向 量 的 加 法 在 运算 的 交换 性 上 ,与 数 和 函数 的 加 法 是 可 类 比 的 ， 
即 p +w =w+9 ,其 中 vw 是 二 维 或 三 维 的 向 量 . 另外 零 向 量 (0,0) 或 (0,0,0) 
( 记 为 0) 具有 下 面 性 质 : 对 任意 向 量 v ， 

Orv=v+0 =v. 
零 向 量 长 为 零 , 没 有 确定 的 方向 . 

例 20.3 求 向 量 (2, -1,3) 与 向 量 (1,4, -5) 的 和 . 

其 和 为 (2, -1,3) + (1,4, -5) = (3,3, -2). 

在 定义 了 向 量 加 法 后 ,现在 进行 它 的 逆 运 算 , 即 减法 . 当 我 们 考虑 通常 数 的 
减法 时 ,可 将 a -4b 看 作 一 个 加 法 (假定 已 赋 与 负数 以 意义 ), 即 a -b=a+ 
( -56). 想 着 这 点 ,我 们 开始 作 一 个 定义 ， 

定义 ” 设 v = (a,b) 为 二 维 空间 中 任 一 向 量 . 定义 -y= (~-a, -~b). 于 是 
~ 只 不 过 是 与 pg 具有 相反 方向 的 向 量 . 


对 三 维 的 向 量 是 类 似 的 ， 

定义 。” 如果 v = (a,6,c) 为 任意 一 个 三 维 向 量 , 则 定义 -y= (-a, -b,c). 
我 们 现在 能 够 定义 向 量 的 减法 了 . 

定义 ”定义 向 量 的 减法 为 
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vv-w=9+{-w). 
例 20.4 设 v = (2,1,4),w = (3, -1,2). 于 是 
-mW=(2,1,4) +(-3,1, -2) 
= (-1,2,2). 
提问 ”已 知 三 维 空间 中 点 P= (pi1,p2;P3) 和 Q = (91,9;,93) ,起 点 在 PP， 
终点 在 @ 的 向 量 v 是 什么 ? 
回答 ”尽管 这 个 问题 的 答案 简单 地 为 
v= (gi -Pi,g -pq -Pp3), 
但 验证 这 件 事 却 需要 一 点 细致 的 思考 . 
考虑 向 量 0F 和 00, 它 们 分 别 是 从 原点 出 发 ,终点 在 
P 和 的 向 量 


也 0 
很 清楚 ,OF +o = 00, 因而 7 
a DO 


= (gq: -pi,92 -Pp2,43 -Ps). 
最 后 我 们 想 要 用 定义 向 量 委 法 来 完成 (成 函数) 与 向 量 
之 间 的 类 比 . 这 项 任务 原来 是 比 加 法 和 减法 要 复杂 许多 . 事实 上 ,我 们 将 两 个 向 
量 的 乘法 定义 推迟 到 8 20.4 和 8$ 20. 5. 本 节 剩 余 篇 幅 用 来 定义 一 个 实数 和 一 
个 向 量 的 乘积 . 
已 知 向 量 v ,可 让 它 自身 相 加 3 次 (从 而 使 长 度 成 为 三 倍 ) 得 到 一 个 新 向 量 
39. 类 似 地 ,可 以 把 此 向 量 分 为 一 半 . 


3y 
8 S00 p> 4 


几何 观察 启发 出 下 面 的 定义 ， 
定义 ” 设 v = (a,b),w = (a,b,c) 分 别 为 二 维和 三 维 空间 中 的 向 量 . 给 出 
任意 实数 站 ,定义 
my = (ma,mb), 
mw= (ma,mb,mc). 
例 20.5 设 w= (1,2),o，,= (5, -2),w = (2,9; -1). 于 是 
4w = (8,36, -4) ,3 = (这 ,3, -十 )， 
以 及 


$ 20. 2 的 习题 


进行 下 面 的 向 量 算术 运算 . 用 你 的 CAS 检查 你 的 答案 . 
(1)(2, -1) +(-3,2). (2)(-1,8) - (-2,3)， (3)5 + (8, -2). 


(4)(3, -2,4) + (6,1,3). (5)(2, -7,1) -(-3,7.3)， (6) 地 (4,0， -1). 
(7) 设 P = (1, -3),Q = (2,6) 为 二 维 空间 中 的 点 . 求 起 点 为 P 终 点 为 0 的 向 量 . 其 长 多 少 ? 
画 出 从 P 到 的 箭头 . 


(8) 没 P = (-2,3,0) 和 Q@ = (1,4, -3) 为 三 维 空间 中 的 点 . 求 起 点 在 尸 终点 在 @ 的 向 量 . 
其 长 多 少 ? 画 出 从 P 到 0 的 箭头 . 


20.3 二 维和 三 维 空间 中 的 基 向 量 


在 二 维 空间 中 , 当 我 们 定义 向 量 
i=(1,0), J = (0,1) 
时 ,清楚 地 看 出 任意 向 量 v = (a,5b) 可 以 表示 为 i 和 jj 的 一 个 线性 组 合 : 
v= ai+tb. 

注意 i 和 j 都 有 长 度 1. 容易 证 明 表 达 式 w = ai + 好 事实 上 是 唯一 的 . 

在 三 维 空间 中 我 们 有 一 个 类 比 的 定义 . 设 

zi=(1,0,0),] = (0,1,0), = (0,0,1). 
于 是 三 维 空间 中 的 任意 向 量 v = (a,6,c) 可 以 表示 为 i,j 和 上 的 一 个 线性 组 合 : 
=ar+br+ock. 

向 量 i 和 j 以 及 i,j 和 kk 分别 构成 了 二 维和 三 维 空间 的 基 , 称 它们 为 基 向 量 . 如 果 
一 个 空间 中 一 组 向 量具 有 使 此 空间 的 任何 向 量 能 够 唯一 地 表示 为 这 组 向 量 的 
线性 组 合 的 性 质 , 我 们 则 称 此 组 向 量 构成 了 这 个 空间 (譬如 三 维 空间 ) 的 一 个 
基 . 一 般 说 来 ,不 存在 选取 基 的 唯一 方式 . 例如 ,在 三 维 空间 中 已 选取 了 i, j,k 为 
基 向 量 , 但 我 们 也 能 完全 等 价 地 选取 任何 其 他 三 个 相互 垂直 的 向 量 作为 基 . 然 
而 不 管 基 的 选取 如 何 , 基 向 量 的 个 数 却 保持 不 变 , 它 等 于 所 考虑 空间 的 维 数 ， 


20.4 点 积 


现在 介绍 两 个 向 量 的 点 积 v*w. 
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定义 设 w = (a,6),w = (c,d) 为 二 维 空间 中 的 向 量 . 定义 点 积 为 
"w=ac+bd. 
定义 ” 设 v = (a,b,c),w = (d,e,f) 为 三 维 空间 中 的 向 量 . 定义 点 积 为 
vwW=ad+bet+tc 
警示 两 个 向 量 的 点 积 不 是 一 个 向 量 , 它 是 一 个 数 (常常 称 其 为 一 个 纯 量 ). 
例 20.6 下 面 的 例子 说 明 点 积 容易 计算 : 
(4,-1,2)'(2,3, -5) =8-3-10=-5, 
(2,3):(-1,4) =-2+12 = 10, 
i:k=(1,0,0)(0,0,1) = 0， 
(2i +7) .了 = (2,1)(0,1) =1. 
点 积 在 许多 方面 的 表现 , 像 数 或 函数 乘法 所 表现 的 那样 , 它 满足 代数 性 质 
(+W) :uu ="U+W'*u, (20. 1) 
以 及 
(V+W) (V+W) =0:0+290:W+W: Ww. (20. 2) 
回想 通常 被 记 为 |v | 的 向 量 v = (a,b,c) 的 长 度 被 定义 为 Voz + 到 +e. 
用 点 积 的 记号 ,我 们 可 简化 这 个 公式 为 


lv|= V9 2 (20. 3) 
注意 ,如 果 我 们 对 *” 乘 以 纯 量 , 则 
lev|= vceo'cm =cvo' ao = clvl. (20. 4) 


这 个 简单 的 观察 连同 点 积 的 代数 性 质 ,使 我 们 能 证 明 下 面 的 命题 . 
命题 20.7 如 果 两 个 向 量 v 和 w 垂直 ( 正 交 ), 则 
v*w=0. 
证 明 ”首先 注意 我 们 可 假定 两 个 向 量 均 非 零 . 考虑 由 9 ， 
w 和 w -ov 构 成 的 三 角形 . 
由 于 按 假定 v 垂直 于 w, 我 们 可 以 用 毕 达 哥 拉 斯 定理 , 连 
同方 程 (20.3) ,给 了 我 们 下 面 的 等 式 : 
lv + iwl ?=Iw-v| 
=(w -9).(w-v) 
=wWwW-2w:9+y"9 
=|wl -2w:.v+ |v |?. (20. 5) 
显然 这 个 等 式 只 有 vw. w = 0 才能 成 立 . 
用 来 证 明 命题 20. 7 的 论证 ,在 稍 加 修改 后 便 能 给 我 们 一 个 更 强 的 (也 更 重 


v 


Se 
专 
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be 
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要 的 ) 结果 . 
定理 20.8 设 0 为 向 量 v 和 w 之 间 的 角 , 则 
vw= |v||lwlcos(0). Ww-y 
证 明 考虑 图 示 
当 我 们 把 余弦 定律 2 w 
Iw-v| = lo) + wl -2)v|: |wicos(0) 
与 等 式 (20. 5) 
Iw-vl = Iw -2w.v+ |v | 


相 结 合 , 便 得 到 定理 . 

推论 20.9 两 个 向 量 v 和 w 为 重 直 的 当 且 仅 当 

vw = 0. 

证 明 ”在 命题 20.7 中 已 证 明 垂 直 性 意味 着 点 积 为 零 . 相反 的 陈述 立刻 从 
我 们 的 定理 得 到 :如 果 w .mw =0, 则 lv | |wlcos(8) = 0, 从 而 cos(9) = 0, 这 
说 明 此 两 向 量 垂直 . 

例 20.10 向 量 (2, -3, -1) 与 (4,1,5) 垂直 吗 ? 

由 于 (2, -3, -1). (4,1,5) =8 -3 -5 =0, 这 两 向 量 必定 垂直 . 

例 20.11 找 一 个 长 为 10 且 与 向 量 3- 人 垂直 的 向 量 . 

要 解决 此 问题 我 们 先 求 出 一 个 与 3i - 2 垂直 的 向 量 . 向 量 (2,3) 垂直 于 向 
量 3i -2 = (3, -2), 这 是 因为 (2,3) (3, -2) = 0. 可惜 ,(2,3) 的 长 度 是 

1(2,3)|= VC2,3) * (2,3) = V13. 


要 强 使 向 量 有 长 度 10, 我 们 对 (2,3) 条 以 -Jy 生生 成 了 向 量 


20 30_ 
( V13” -各 
此 新 向 量 垂直 于 (3，- 2) 这 点 是 清楚 的 ( 因为 它 由 拉 长 垂直 于 (3，, - 2) 的 另 一 
向 量 而 得 到 ) ,而 由 方程 (20. 4) 知 此 新 向 量 长 度 为 10. 
例 20.12 求 向 量 (1,0,1) 与 (0,1,1) 之 间 的 夹 角 . 
应 用 定理 20.8 我们 有 
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因此 0 = 3 
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例 20.13 求 向 量 i +k 与 上 之 间 的 夹 角 . 


这 时 我 们 有 
om ED = 0 OO 
li+kl* Ik| 1(1,0,1)[* 1(0,0,D| 2 
TT 
因此 9 = 才 - 


点 积 可 以 用 来 求 一 个 向 量 "到 另 一 个 向 量 w 上 
的 投影 .v 在 w 上 的 投影 在 图 中 记 为 0F, 其 长 度 可 通 
过 定理 20.8 计算 . 事实 上 从 三 角 学 上 我 们 知道 


cos(0) = 全 
而 定理 20. 8 告诉 我 们 2 P 
cos(0) = 四 
lv | |w| 
联合 这 些 等 式 , 我 们 得 到 
10p| = 全 下 (20. 6) 


Te 
例 20.14 求 向 量 (1,1,1) 在 向 量 (2,4,2) 上 的 投影 . 
为 了 在 此 问题 上 保持 一 个 好 的 几何 视角 , 我们 先 画 出 这 个 已 知 的 三 维 向 
量 . 为 求 出 向 量 OP 我 们 先 计算 它 的 长 度 ， 


1,1,1) . (2,4,2) 


[or|= T0472) | 


(2, 4, 2) 


因为 向 量 0 平行 于 (2,4,2),， 于 是 它 是 
(2,4,2) 的 一 个 纯 量 倍 . 但 (2,4,2) 长 度 为 


2 6, 因此 用 人 乘 以 (2,4,2) 便 得 到 了 解 , 妈 


Xx 
0B = $(2,4,2) = (过 ,全 ,全 ) 


$ 20.4 的 习题 


计算 下 列 的 点 积 . 
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(1)(2, -4) . (1,3). (2)2i .无 . (3) (2i - 3k) + (27 + 4k). 
(4)(1, -3,7)… {2,0, -2). (5)(i+2): (i+2). (6)(1, -1,3)* (2, - 3,4). 
决定 下 面 每 对 向 量 是 否 垂直 . 画 出 这 些 向 量 (从 某 个 共同 点 出 发 ) 以 从 形象 上 确信 你 的 答 
案 . 


(7)(-29),(1,- 立 ) (8)(-2.9),( 于 全 ) (9)(2,4), (2，- 1 
(10)(1,3， -2),(2,4,1). (11)(3， 1,2),(2,4, 人 1).(12)(2,1, -4),(1,2,0). 
对 下 列 每 个 向 量 , 求 垂直 于 这 个 已 知 向 量 但 长 度 为 1,5,10 的 向 量 . 画 出 这 些 向 量 以 从 形象 上 
确认 你 的 答案 . 
(13) (2,6). (14) (~3,4). (15)(1,2, -3). 

1 
(16) (-1,2,3} 
求 下 列 每 对 向 量 间 的 夹 角 . 
(17)(3, -1) ,62,1). (18)(1,1,0),(-1, -2,1). 
(19)3i +j,2i+ 和 4 (20)(-6,0,2),( -5,3, -2). 

1 4 

(21) (1,3,2),( ~1,3,2). (22) (地, -3),(28,3) 
对 每 对 下 列 的 向 量 求 向 最 "在 向 量 w 上 的 投影. 
(23)v = (1, -2),w = (2,8). (24)w = (2, -3),w = (5,1). 
(25) vy = (1,4, -2),w = (2,3, -1). (26)w = (2,1,3),w = (1, ~- 3,4). 


(27) 求 向 量 (1,4),(2, - 3,4) 与 y 轴 之 间 的 夹 角 . 

(28) 证 明 对 任何 两 个 向 量 v ,w 有 je .wj< jg): jwl. 

(29) 证 明 对 任意 两 个 向 量 v ,w 有 |g+wls jv |+ |w|. 

(30) 证 明 如 果 v 和 w 是 任意 两 个 具有 相同 长 度 的 非 零 向 量 , 则 v + w 与 w - w 垂直 . 

(31) 设 w 为 任 一 长 度 为 1 的 向 量 ( 即 一 单位 向 量 ). 证 明 对 任意 向 量 v ,v - (v .wu)u 总 是 算 直 
于 &. 


20.5 又 积 


为 完成 对 向 量 代数 结构 的 讨论 ,现在 定义 三 维 空间 中 两 个 向 量 的 叉 积 . 又 
积 是 由 两 个 向 量 相 乘 得 出 第 三 个 向 量 的 方法 . 由 于 zy 和 类 是 三 维 空间 的 基 向 
量 , 故 在 这 些 向 量 上 定义 叉 积 就 够 了 . 一 般 的 定义 以 代数 规则 拓展 这 些 定义 就 
可 得 到 . 
定义 ”又 积 由 下 面 的 一 组 等 式 定义 : 
ixi=jxj=kxk=0, 
ixj=kjxk=i,kxi=j, (20.7) 


、284 . 第 二 十 章 ”二 维和 三 维 空间 中 的 向 量 


jxi=-k,kxj=-i,ixk=-/. 
这 个 定义 实际 上 很 容易 记 住 : 头 三 个 不 过 是 说 一 个 向 量 与 自己 的 又 积 为 
零 . 后 面 的 那些 等 式 可 以 把 向 量 i,j 和 上 绕 着 一 个 圆 放 置 来 记忆 ,然后 注意 到 又 
积 与 顺 时 针 运 动 类 同 . 当 我 们 按 道 时 针 方向 绕 圆 运 动 时 符号 逆转 . 
为 了 把 这 个 定义 拓展 到 所 有 向 量 , 我 们 使 用 等 式 
(av+bw) xcu = ac(y xu) +bce(w xu), (20. 8) 
cu x(av+bw) = ac(u xv) +bc(u x w), 
其 中 v ,w 和 为 任意 向 量 ,a,b 和 c 为 纯 量 . 义 积 的 定义 可 以 在 一 个 CAS 上 被 编 
程 (但 它 不 是 轻而易举 的 ) ,使 得 此 CAS 能 计算 任意 一 对 向 量 的 又 积 . 
警示 。 又 积 是 非 交换 的 , 即 一 般 地 ， 
VXWwWAWXU. 
例 20.15 计算 叉 积 (2i - 37) x 
我 们 有 
(2i -37) xk= 2(ixk) -3(7 xk) 
= -27 -3i. 
例 20.16 计算 (1,0,1) x (0,1,1). 
要 进行 这 个 计算 ,我们 首先 把 每 个 向 量 表示 为 基 向 量 的 组 合 , 然后 像 前 面 
那样 进行 . 
(1,0,1) x (0,1,1)= (i+k) x (j +k) 
= (i +k) xj+ (i +k) xk 
=k-i-j 
=(-1,-1,1). 
注 ”必需 记 住 点 积 和 叉 积 是 完全 不 同 的 东西 . 两 个 向 量 的 点 积 产生 了 一 个 
纯 基 ,而 两 个 向 量 的 又 积 产生 了 第 三 个 向 量 . 
在 计算 了 几 个 叉 积 的 例子 之 后 自然 要 去 计算 任意 两 个 向 量 的 又 积 . 因此 ， 
考虑 两 个 向 量 
v= (a,b,c), 
w = (a,,b,,c,). 
由 定义 , 叉 积 由 下 面 ( 多少 有 点 元 长 ) 的 计算 给 出 : 
VxXw =(a,bi,c) x (a,,b, ,cs) 
=(ai+ by +ek) x (ai+t b+ ck) 


= (a x a + bf x ai +t ck x ai) 
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+ (ai x bj + by x by + ck x b) 
+ (ali X ck + bj xck +cek x ck) (20.9) 
=(0 +bas( -Kk) + ceca) 
+ (aibsk +0 +eb,(—i)) 
+ (aics(—J) +bicsi +0) 
= (bc, — cb)i+ (ca - ac)j + (ab, - bla,)k 
=(bc, ~ cb)i- (ac, - ca) + (aib, - ba, )k. 
在 许多 教材 中 这 个 计算 实际 上 被 当 作 叉 积 的 定义 . 为 了 使 (20.9) 更 容易 记 
住 ,我 们 现在 介绍 行列 式 的 概念 . 已 知 一 个 2 x 2 的 排列 
ab 
病 蘑 5 了 
定义 4 的 行列 式 为 
det(A) = | "|= ad - pc 
cd 


注意 在 (20.9) 的 计算 中 最 后 面 所 出 现 的 三 个 这 种 形式 的 差 . 
现在 已 知 一 个 3 x 3 的 排列 


Ql Ql2 Qn 
B=|a, az a 


CQ31 U3 33 


我 们 定义 B 的 行列 式 为 


CI Ga 3 


det(B) = la, ay aa 
U3 U3 33 
dy dy Q21 3 Q21 a» 
= Qa" ~ Qi2 + al3* . (20. 10) 
Q32 33 3 033 G31 032 


注 (20. 10) 的 一 个 办 法 是 先 注意 a :从 3 x 3 排列 中 移 去 包含 a1 的 行 和 
列 , 然 后 取 留 下 的 2 x 2 排列 的 行列 式 . 对 a ,as 重复 这 个 过 程 并 构造 其 交错 
和 , 便 给 出 了 这 个 3 x 3 排列 的 行列 式 . 

联合 方程 (20.9) 和 (20. 10) 给 出 了 下 面 的 命题 . 

命题 20.17 v= (ol 人 co) 和 mp = (aq,,b;,c,) 的 又 积 由 行列 式 
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i jj 大 
vxw= la b oa 
a, b, ce, 
给 出 . 
1 2 3 
例 20. 18 Ha | 1 0 2 ott 
-1 1 0 
按 (20,10) 指明 的 方向 我 们 有 
0 2 1 2 1 0 
| 
1 0 -1 0 -1 1 
-1 1 0 
因此 det(B) =-2-4+3=-3. 
例 20.19 计算 (2, - 1,4) x (3,1,0). 
这 里 我 们 用 上 述 的 命题 得 到 
i j kk 
(2, -1,4) x (3,1,0) = |2 -1 4|. 
3 1 0 
然后 定义 (20,10) 告诉 我 们 
(2, -1,4) x (3,1,0) =i ee 引 - 谍 s+ | 
0 3 0 3 1 


计算 这 些 2 x 2 排列 的 行列 式 , 便 得 到 了 我 们 的 答案 : 
(2, -1,4) x (3,1,0) =—4i+12) +5k = (4,12,5). 


$ 20. 5 的 习题 
计算 下 列 向 量 对 的 叉 积 . 
(1) (2i ~ 37) xi. (2)( -2i+j -4k) x (2i-)). 
(3)(1,4, - 1) x (2,1,0). (4)(-3,2,5) x (0, - 1, ~ 3). 
(5)(1, -1,1) x (2, - 3, -5). {6)(2, -3,2) x (1,2,2). 
计算 下 列 的 行列 式 . 

1 1 6 2 i j k 
7 , e 
oh | (8)|-1 1 1 (9)|I4 -1 0 

2 -3 1 1 2 1 
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20.6 又 积 的 一 些 基本 性 质 


三 维 空间 中 两 个 向 量 v 和 w 的 义 积 具 有 三 个 突出 的 性 质 ,我 们 以 下 面 的 形 
式 表示 它们 . 

定理 20.20 设 v 和 w 是 三 维 空 间 中 的 向 量 . 

j. 向 量 9Xxw 与 Dp 和 w 都 重 直 . 

2.9 XW 的 方向 由 右手 法 则 决定 , 那 就 是 说 ,如 果 右 
手 手 指 按 从 og 到 Ww 旋转 的 方向 弯曲 , 则 大 姆 指 指 向 了 向 SE 


量 v x Ww 的 方向 . = 
3.9 XWw 的 长 度 由 等 式 AN w 
lvxw|l= |v|: |w): sin(9) 


给 出 ,其 中 0 是 ov 与 w 之 间 的 角 . 
在 证 明 这 些 性 质 之 前 ,还 是 让 我 们 看 看 它们 的 一 些 应 用 吧 . 
例 20.21 求 一 向 量 ,其 长 为 3 并 同时 垂直 于 (1, - 1,2) 和 (1,1, -1). 
为 了 找 出 具有 所 要 性 质 的 向 量 , 我 们 首先 计算 所 给 向 量 的 叉 积 (生成 了 一 
个 垂直 于 所 给 向 量 的 向 量 ) ,然后 对 得 到 的 向 量 乘 以 适当 的 纯 量 ( 以 调整 大 小 ). 
交叉 积 为 
i.j k 
1 -1 2 
下 


其 长 为 V1 +9 +4 = V14. 为 使 我 们 的 向 量 有 长 度 3, 仅 须 对 ( - 1,3,2) 乘 以 
3/ V14, 这 便 产 生 了 


(1,-1,2) x (1,1, -1) = =-i+3+2k =(-1,3,2), 


(学, 态 , 鼎 ) 
V14 Vi4 Vi 
例 20.22 (1,0,1) 与 (0,1,1) 之 间 的 角 0 < 9 < 7 是 什么 ? 
首先 计算 向 量 的 又 积 ， 
(1,0,1) x (0,1,1) =-i-j+k=(-1,-1,1). 
定理 中 的 第 三 个 性 质 告 诉 我 们 ， 
1( -1 -1,1)|=v3 = |(1,0,1)|: |(0,1,1) lsin(0) = /2 + V2 . sin(0), 


由 此 sin(8) = ,A 而 0 = 二 


， 288 . 第 二 十 章 ”二 维和 三 维 空间 中 的 向 量 


定理 20. 20 的 证 明 

1. 要 证 明 " x w 垂直 于 ” ,我 们 去 证 明 点 积 (v x mw) .9 = 0 即 可 . 事实 上 验 
证 十 分 容易 :假定 w = (wo ) ,mw = (wi ,wi,w3), 则 由 (20.9)， 

(yxXwW) 9 = 0 (Vw — Vw) -加 (oa — VW ) + v3(VW, - Vw ), 
这 时 每 项 都 消去 了 从 而 证 明了 等 式 .v x w 垂直 于 w 的 证 明 完 全 由 相同 方法 得 
到 . 

2. 这 是 i x7 = 上, 等 等 定义 的 简单 重 述 . 

3. 我 们 用 等 式 

(vxw)*: (vxw) = jy) wl - (vw)” 
来 证 明 最 后 的 性 质 . 这 个 等 式 容 易 由 CAS( 或 用 手 算 ) 验证 . 将 此 等 式 与 
vw= |v||wlcos(0) 

联合 产生 了 


lIvxwl’ = |y iw:(1 — cos’(0)) = |y |?|w|?sin’(0). 


20.7 又 积 的 应 用 


在 本 节 中 我 们 讨论 又 积 的 三 个 值得 注意 的 应 用 . 
平行 四 边 形 的 面积 
考虑 由 两 个 向 量 "和 w 张 成 的 平行 四 边 形 . 


注意 由 于 六 = |y |sin(6) ,此 平行 四 边 形 的 面积 是 
lw| .=leo|. |wlsin(g) = |v x wl. (20. 11) 
例 20.23 求 顶点 为 P = (1,1,1),O = (1,2,3) 和 R = (3， TY lid 
角形 的 面积 . 要 得 到 此 三 角形 面积 ， 我 们 注意 到 三 角形 具有 下 面 这 些 向 量 张 成 
的 平行 四 边 形 面积 的 一 半 : 
PO =(1,2,3) - (1,1,1) = (0,1,2) 
PR S(% .12 a 1 ey. 
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因此 
i 
三 角形 的 面积 = | 上 (PO x FR)|= 雪 0。 1 2 
2 -2 
= 至 +- 
三 应 +44+1 
= 放 V45. 
平行 六 面体 的 体积 ” 设 a,b 和 cc 为 三 维 空间 中 的 三 个 向 量 ,它们 决定 了 一 
个 平行 六 面体 . 
这 个 立体 的 体积 是 


V= la. (bxc)|= ldl, 


其 中 
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ad: Ga, as 


bl b bb, (20. 12) 


例 20.24 求 由 ijy 和 2i -37 + 天 决定 的 平行 六 面体 的 体积 . 
按照 (20. 12) 我 们 有 
= i. (jx (2i-3+k))|= |i. (i-2k)|=1. 
值得 提 到 ,我 们 也 能 用 计算 行列 式 得 到 此 结果 ， 


1 0 0 i 询 

0 1 0|=1: =1. 
| 

2 -3 1 


克拉 默 公 式 
对 于 又 积 的 最 后 一 个 应 用 ,我 们 从 几何 转移 到 含 三 个 未 知 量 的 三 个 线性 方 
程 的 方程 组 上 .于 是 ,考虑 方程 组 
ax+by+coz= m, 
x + by +cz = mMm,, (20. 13) 
Qax + byy + C3z = ms, 
其 中 aoc 和 mi = 1,2,3, 为 已 知 常数 . 
利用 向 量 
a = (@ ,8,03) ,6 = (86,b2,b3) ,ce = (clicyc) Im = (mi,m, ,ms), 
我 们 首先 把 (20. 13) 表达 为 形式 
ax+by+cz = m. (20. 14) 
回想 b xc 既 垂 直 于 b 也 垂直 于 c, 是 恒等式 b. (bxc) =c. (8 xce) =0 
的 一 个 结论 . 由 方程 (20. 14) 推出 
(ax +by+cz). (bxc)=xa:(bxec)=m.: (bxce). 
我 们 能 以 一 种 没有 料 到 的 出 色 的 方式 解 出 x， 


_m:(bxc) 


a'(bxc) 
类 似 地 ,有 
_m:(axc) 
7 Tp.(axc) 
和 


_m:(axb) 


“xD 
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例 20.25 已 知 下 面 的 线性 方程 组 , 解 *， 
2x -~-yY+2z=1] 
3x +2y -2z=~1 
-X%+y+2z = 0. 
利用 上 面 描述 的 方法 ,我 们 不 费力 就 得 了 一 个 解 ; 
_ (1, -10). ((-1,2,1) x(1, -12) 
(2,3, -1) (0((-1,2,1) x (1, -1312)) 


1 
10- 


x 


§ 20.7 的 习题 


(1) 用 你 的 CAS 作 顶点 在 (1, -1,2),(3,5, -2),( -2,6,0) 的 三 角形 的 图 . 求 此 三 角形 的 面 
积 . 

(2) 求 由 向 量 (1,2, -2) 和 (3, -4,1) 张 成 的 平行 四 边 形 的 面积 . 用 你 的 CAS 画 出 此 平行 四 
边 形 . 

计算 下 列 由 注 个 向 量 ae,b,c 张 成 的 平行 六 面体 的 体积 . 

(3)a = (1,1,1),b = (-2,3,2),c = (0,0,1). 

(4)a= (2,-1,3),b = (1, -2,-1),c = (1,-1,9). 

用 克拉 默 公式 解 下 面 的 三 个 三 元 方程 的 方程 组 . 用 你 的 CAS 检验 你 的 答案 . 


(5) 2x +4y+2z = 10， (6) 3x -y+z = 3, 
x+y+3z=6, 2x +y+4z = 2， 
3x ~y+z= 6. ~2x+3y-z=-7. 


(7) 证 明 |p.wl + |vxw|: = |v | |w|? 对 任意 两 个 向 量 v 和 w 成 立 . 
(8) 考虑 右 图 中 具 边 长 a,8,c, 角 a,B,y 的 任意 三 角形 . 
推 叶 正弦 定律 :22) = Sn(B) = sm 人 (7) 提示 : 设 a,b,c 
a c 


为 与 此 三 角形 各 边 相 关 的 向 量 . 向 量 w = a +b+e = 0, 从 
而 a xu=bxu=cxu=0. 
(9) 证 明 a x (5 xc) = (a c)b - (a b)e 对 任意 三 个 向 量 
a,b 和 cc 成立. 
(10) 用 你 的 CAS 验证 雅 可 比 等 式 : 
ax(bxc)+bx(cxa)+cecx(axb) =0. 


(11) 证 明 对 任意 两 个 向 量 w 和 w 有 (2w -mwm) . (vxw) =0. 
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第 二 十 章 的 附加 习题 


(1) 设 W 是 平行 四 边 形 4BCD 的 边 BC 的 中 点 . 证 明 4M 分 对 角 线 BD 于 三 分 之 一 处 . 

(2) 设 0 为 平面 的 原点 ,并 设 04 = i+j,08 = 3i+k,0C = 4 -31 -4K 证 明 4BC 是 个 
直角 三 角形 并 求 其 面积 . 

(3) 两 个 向 量 w 和 w 的 叉 积 为 零 意 味 了 什么 ? 

(4) 求 由 向 量 之 + 了 + ,i -了 - 25,21 -天 决定 的 平行 六 面体 的 体积 . 

(5) 如 果 a xb =0 和 Bb xc =0, 是 否 表明 axe = 0 成 立 ? 

(6) 如 果 a. =0 和 8.…c =0, 是 否 表 明 a :ec = 0? 

{7) 证 明 平行 四 边 形 的 对 角 线 相互 平分 . 求 对 角 线 与 平行 四 边 形 边 构 成 的 三 角形 的 面积 . 

(8) 向 量 a,b,c 的 一 个 向 量 三 重 积 定义 为 a x (b x c). 此 向 量 垂 直 于 5 xc- 

(a) 关于 向 量 三 重 积 和 向 量 b 和 c 你 能 说 些 什 么 ? 
(b) 证 明 存在 常数 s 和 4 使 得 a x (b xc) = sbxic. 
(c) 用 s,t,b,c 来 表达 a x (b x c) 垂直 于 wa 的 事实 . 
(d) 证 明 a x (bxc) = (a:c)b-(a:b)ce. 
(e) 这 个 向 量 乘 法 可 结合 吗 ? 
(9) 向 量 08 有 长 度 24, 并 指向 水 平 线 上 向 右 60° 的 方向 . 什么 向 晤 与 它 组 合 起 来 产生 一 个 长 
为 2V3a 的 竖 直 向 量 0R? 

(10) 如 果 & 长度 为 3 并 水 平地 指向 东方 ,而 ”为 长 度 为 5 指向 竖 直 的 上 方 . 描述 向 量 & xv. 

(11) 力 以 一 个 向 量 表示 . 在 点 了 一 个 1 磅 的 指向 东方 的 拉力 与 什么 样 的 力 组 合 起 来 产生 一 
个 2 磅 的 指向 东北 30° 的 一 个 合成 拉力 ? 

(12) 证 明 i: (jxk) = 了 (kxi) = 天 ， (ixj). 

(13) 证 明 (i x (i+ 站 ) "(i+j+k) = 1 给 出 一 个 联系 到 单位 长 立方 体 的 几何 解释 并 几何 
地 证 明 这 个 结果 . 

(14) 求人 +7+K) 和 (i + 2 + 3k) 间 的 角 . 

(15) 证 明 icos(a) +jsin(a) 是 一 个 有 单位 长 度 的 在 Oxy 平面 中 的 向 量 , 而 且 它 与 i 构成 角 a 
那么 , 考 虚 此 向 景 与 相似 的 但 与 i 构成 角 B 的 向 量 的 又 积 ,并 由 此 导出 熟知 的 三 角 函 数 
公式 

sin(B -a) = sin(B)cos(a) - cos(B)sin(a). 

使 用 克拉 默 公式 解 下 列 三 元 三 方程 组 . 用 你 的 CAS 验证 此 结果 . 

(16)2x + 3y +z = 14, (17)3x +4y -z=—7, 
xX+y+2z =6, xX—-y+2=4, 
3x+5y-z= 19. -2x+3y-2z=-9. 


(18)10x -yY+4z =8， 
-2x+y-4z=-4, 
%*-5y-2z = 10. 

(20)3x +4y +12z = 1， 
x*-y+2z=0, 
l2x -2y +6z = 3. 
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(19)8x +y+4z =-9, 
24x -yy -3z = 3， 
-8xX+3y+8z=9. 
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21.1 空间 直线 


向 量 理论 的 最 有 意义 的 应 用 是 计算 机 辅助 图 形 显示 . 计算 机 作 一 个 图 是 把 小 
点 放 在 屏幕 上 的 许多 格子 点 上 . 格子 点 的 数目 越 大 则 所 得 图 形 的 清晰 度 越 好 . 

让 我 们 假定 这 个 CAS 屏幕 有 三 条 固定 直线 ( 轴 ) 被 画 出 来 以 创造 出 三 维 空 
间 的 一 种 幻象 . 按 右手 约定 ,这 些 轴 在 下 图 中 被 标 以 x,y,z. 这 三 条 轴 决 定 了 一 
个 网 格 , 对 给 出 的 一 个 任意 格子 点 (a,b,c) ,CAS 预先 的 编程 便 能 够 放置 一 个 点 
在 那里 . 


21.1 空间 直线 ，295 ， 


问题 ”我 们 如 何 得 到 更 加 复杂 的 三 维 对 象 的 图 形 显示 ? 

解 ”解决 此 问题 的 一 般 处 理 方法 包括 两 个 步骤 首先 必须 用 方程 来 描述 所 
考虑 的 问题 (自然 ,对 各 种 二 维 图 形 前 不 久 已 经 这 样 做 了 ). 一 旦 方程 已 知 ,我 们 便 
指令 CAS 放置 点 到 适当 的 网 格 点 上 (这 是 方程 规定 的 ) 来 创造 出 所 要 的 图 像 . 

我 们 从 直线 开始 进行 三 维 图 形 探索 (与 第 三 章 中 开始 二 维 图 形 研究 时 极其 
相像 ). 

例 21.1 什么 是 连接 不 同 点 P = (Pi， 


Pz,p3) 和 Q@ = (gq1,9;,93) 的 直线 方程 . 0 Ge D) 
解决 此 问题 的 一 个 直接 的 方法 是 使 用 我 们 2 

在 第 二 十 章 中 发 展 起 来 的 向 量 理论 . 考虑 所 讨 

论 的 直线 ,并 设 (x,y,z) 为 此 直线 上 的 任意 点 . 
构造 向 量 (x,y,z) - (pi,p;,p;3) 和 (gi， 

q2,9;) - (pi,p2,p3). 显然 这 些 向 量 相互 平行 


(看 得 出 它们 都 在 同一 直线 上 ) ,因而 它们 只 在 长 度 上 有 差别 , 即 存在 某 个 实数 t 
使 得 
(x -pisy -p22 -Pp3) = t(g1 -Pi,g2 -P293 -Ps). 
因此 我 们 得 到 了 方程 
x =pr+(g -pty = p+ (gq -Pp2)t,z = ps3+(g3 ~p3)t. (21.1) 

在 让 t 跑 遍 实数 集 时 所 得 到 的 点 集 由 通过 P 和 0 的 整 条 直线 组 成 . (21. 1) 所 给 
出 的 方程 被 称 做 直线 的 参数 方程 . 

例 21.2 求 通过 点 (1,3,2) 并 平行 于 向 量 y = (1, -2, -2) 的 直线 1/ 

我 们 再 次 考虑 所 讨论 曲线 上 的 任意 点 (x,y,z) 和 向 量 w = (x,y,z) - (1,3,2). 


(1, 3, 2) 
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由 于 w 在 1 上 而 1 平行 于 v ,从 而 w 自己 平行 于 v. 因此 存在 一 个 实数 :使 得 


w= (x-1,y-3,z-2) =w=i(1,-2,-2), 
而 直线 1 的 参数 方程 为 
X=1+i,y =3-2t,z=2-2. 
注意 ,直线 的 参数 形式 使 我 们 能 很 快 地 得 到 这 条 直线 上 的 点 : 令 : = 0 我 们 得 到 
(1,3,2), 令 1 = 1 产生 了 (2,1,0),t = 2 给 出 (3, -1, -2) ,最 后 如 果 上 + = 3 我 
们 得 到 (4，- 3，- 4)， 


$21.1 的 习题 


对 下 面 的 每 对 点 求 通过 这 些 点 的 直线 的 参数 方程 . 用 下 面 的 方法 确认 你 的 答案 :(1) 画 出 原 
来 的 点 (小 圆 点 ) ,(2) 在 此 直线 上 取出 另 一 个 点 ,以 及 (3) 画 出 这 三 个 点 间 的 线段 . 
(1)(1,3,0),(2, -4,0). (2)(-10,3),(2,0,8)， (3)(1,1,2),(2, -4,0). 
(4)(0, -1,3),(4, -1,3). (5)(-2,9, -3),(4,0,8). (6)(-2, -1, -3),(1,2,3)， 
(7) 证 明 三 角形 (每 边 ) 上 的 三 条 高 交 于 一 个 公共 点 . 


(8) 证 明 在 三 维 空间 中 所 有 满足 方程 


的 点 (x,Y,z) 的 集合 ( 其 中 a,b,c,xo :Jo 120 为 固定 的 ) 在 一 条 直线 上 . 把 此 直线 方程 表达 
为 参数 形式 . ( 上面 的 那个 形式 被 称 做 此 直线 的 对 称 形式 . ) 
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21.2 平面 一 一 它们 的 方程 和 性 质 


在 成 功 推导 出 三 维 空 间 一 条 直线 的 方程 后 ,我 们 转移 到 下 一 个 最 重要 的 作 
图 对 象 , 即 平面 . 一 个 平面 是 一 个 平坦 的 无 限 二 维 曲 面 , 它 可 以 形象 地 想像 为 一 
片 巨 大 的 薄 薄 的 玻璃 板 . 


提问 ”如何 能 对 平面 在 数学 上 作出 特征 描述 ( 即 定 义 )? 
回答 ”一 个 平面 由 平面 上 一 个 点 P 和 垂直 于 此 平面 的 一 个 (法 ) 向 量 n 决 


平面 : 
如 果 我 们 想像 此 平面 被 固定 在 一 个 点 已 上 , 则 可 以 以 无 穷 多 个 方向 旋转 此 平面 
(三 种 情形 被 描绘 于 下 ). 


> 


在 明确 指定 一 个 法 向 量 n 时 我 们 便 唯一 决定 了 此 平面 的 位 置 ,因而 确定 了 平面 
自身 . 


定 . 
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例 21.3 求 通过 点 P = (pi ,ps,p3) 而 垂直 
于 nn = (n,n ,ns) 的 平面 的 方程 .， 

设 (x,y,z) 是 此 平面 上 任 一 点 . 由 于 向 量 
(x,y,2) — (pi,P2sp3) = (% ~ pi1,y 一 pz 一 Pa) 
在 此 平面 上 , 故 必定 垂直 于 n. 回忆 命题 20.7 ,我 
们 得 到 等 式 

(x-pi,y -p22~p3) =0， 
从 而 所 讨论 的 平面 由 方程 
n(x%—-p) +n(y-p) tnm(z-p3) =0 (21.2) 


给 出 . 

例 21.4 求 通过 点 (1， - 2,4) 并 垂直 于 向 量 (2，- 1,3) 的 平面 方程 . 

由 方程 (21.2) 我 们 知道 此 平面 由 

2(x -1)-(y+2) +3(z -4) =0. 
给 出 ,简化 为 方程 
2x ~y+3z= 16. 

例 21.5 找 出 平面 2x -y+3z = 16 上 三 个 点 . 

自然 在 平面 上 有 无 穷 多 个 点 ,它们 全 都 满足 方程 2x - y +3z = 16. 我 们 的 选 
择 是 随意 的 :如 果 * = 0,y = 0 则 z = 16/3, 如 果 x = 1,z =5, 则 y = 1, 还 有 如 
果 y = 3,z =5 则 x = 2. 最 后 的 结论 是 点 (0,0,16/3),(1,1,5) 和 点 (2,3,5) 出 
现在 此 平面 上 . 

例 21.6 求 通过 点 (3,0,0),(0,2,0) 和 (0,0,8) 的 平面 方程 . 

我 们 需要 一 个 法 向 量 n 来 解决 这 个 问题 . 回想 一 下 ， 
两 个 向 量 的 叉 积 垂直 于 原来 的 每 个 向 量 ( 定 理 20. 20)， 
于 是 考虑 自然 存在 于 平面 中 的 向 量 

(0,0,8) - (3,0,0) 和 (0,0,8) - (0,2,0). 

当 我 们 取 它 们 的 叉 积 时 得 到 了 


i j k (3, 0, 0) 
-3 0 8|= 16i+24+6k, 
0 -2 8 


这 便 是 所 要 的 此 平面 的 法 向 量 . 对 点 P = (3,0,0) 应 用 (21.2) 式 ,我 们 得 到 了 


此 平面 的 方程 
16x + 24y + 6z = 48. 
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例 21.7( 点 到 平面 的 距离 ) 设 P = (p, ,p,,p;) 为 空间 中 一 点 并 设 ax + by 
+ cz = d 为 一 平面 . 于 是 (a,b,c) = n 是 此 平面 的 法 向 量 . 设 0 = (91,92,93) 为 
平面 中 任意 点 . 

为 求 由 PP 到 平面 的 距离 D, 必 须 首先 构 P 
造 一 条 通过 P 而 垂直 于 此 平面 的 直线 . 做 


2 | 
好 此 事 之 后 , 再 去 测 出 从 P 到 平面 的 这 个 2 
线段 (在 此 直线 上 ) 的 长 度 . 这 个 构造 等 同 
于 计算 向 量 PO 在 法 向 量 n 上 的 投影 ,于 是 


所 求 距 离 由 下 面 简洁 的 公式 给 出 : 


PO:n 
D = nT (21.3) 


例 21.8 求 点 (2, -3,1) 到 平面 + -2y -z = 4 的 距离 . 
由 (21.2) ,此 平面 的 法 向 量 为 n* = (1, - 2, - 1) , 它 的 长 为 |n| = v6. 选取 
平面 上 一 点 0, 艾 如 0 = (0,0, -4)， 下 是 到 平 而 的 到 商 由 (21.3) 给 出 : 
POn (2,-3,5) (1, -2,-1) 3 
In| /6 = 亏 
注 ”如 果 我 在 一 个 平面 方程 
ax+by+cz=d 
中 国定 一 个 变量 , 譬如 z = 及, 则 形 如 (x,y,zo) (其 中 x,y e R ) 的 满足 方程 
ax + by + czo。 = d 的 点 集 形成 了 此 平面 中 的 一 条 直线 . 
例 21.9 画 出 平面 2x +3y =4 和 x = 1. 
在 这 些 例子 中 我 们 要 画 出 满足 方程 的 所 有 可 能 的 三 元 组 (x,y,z). 因此 尽 
管 这 些 方 程 看 起 来 像 是 二 维 空间 中 的 直线 ， 它们 实际 上 是 平面 (关键 要 看 上 下 
行文 ). 但 我 们 在 第 一 个 方程 中 令 z = 0, 把 它 化 成 了 xy - 平面 中 的 一 条 直线 . 这 这 
两 个 平面 被 描画 在 下 面 的 图 中 . 


在 x=!1 的 平面 
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注意 ,在 x = 1 的 平面 平行 于 yz -平面 并 只 与 x 轴 相 交 ,而 另 一 个 平面 与 z 轴 不 
相交 . 


§ 21. 2 的 习题 


求 在 下 面 每 种 情形 下 的 平面 方程 . 

(1) 通过 (2,，- 3,1) 并 垂直 于 向 量 (3，- 2,4) 的 平面 . 

(2) 通过 (2,，- 3,1) 并 冬 直 于 向 景 ( - 1,4,2) 的 平面 . 

(3) 通过 点 (- 1,3,5) ,(1, ~2,4),(-2,1, -8) 的 平面 . 

(4) 通过 点 (2, -2,3) ,(1,1,8),(0, -1, -3) 的 平面 . 

(5) 包含 了 直线 x = 1 +4y = 2 -4z =3 及 点 (1, -1,5) 的 平面 . 

(6) 包含 了 直线 x =3 -2ty =-1+3tz = 1+t 和 点 (-1,3,4) 的 平面 . 

(7) 垂直 于 平面 3x + y - 2z = 4 并 通过 点 (0,0,1) 和 (0, -1,0) 的 平面 . 

确定 下 面 的 每 对 平面 中 哪 一 对 是 垂直 的 ,平行 的 和 交错 的 ( 即 既 不 平行 也 不 垂直 ). 


(8)2x -3y +z = 11,3x -3y -1Sz = 2. (9)2x -y+z==1,6x -3y+3z = 5. 
(10)x -3y+3z =2,Sz -y-2z = 7. (11)7z -y -z= 8,2x+3y+1lz = 2. 
求 下 列 每 对 平面 之 间 夹 角 的 余弦 . 

(12)3x -~7y+2z =2, -5x+y+4z =-2. (13)8x +y -z= 1,2x—3y+2z = 4, 
(14)x -5y +2z = 4,x -3y = 13. (15)z = 1,x—-3y+2=4. 

在 下 面 习题 中 求 点 已 到 所 给 平面 的 距离 . 


(16)P = (1, -1,5) ,平面 :3x -y+4z = 3， 
(17)P = (0,1,2) ,平面 :2x +y-z = 4， 
(18)P = (1, -1,3) ,平面 :2x +4y +z = 1. 
(19)P = (3, -1,2) ,平面 :x +y +z = 100. 
(20) 证 明 从 点 已 = (p,qg:r) 到 平面 ax + by + cz = d 的 距离 是 
|ap+bgqgt+cr-dl 

Va + + | 
(21) 求 两 个 平面 2x -4y + 4z = 8 和 8x +7y +z = 2 的 相交 直线 的 方程 . 
(22) 平面 ax + 她 + cz = di 和 平面 ax + by + cz = d, 总 是 平行 的 . 证 明 这 两 平面 间 的 距离 为 

|d -a, | 

Voth +t 

(23) 设 ax+by+cz = di 和 Qsx + boy+c2z = d, 为 任 两 个 相交 的 平面 . 让 明 ( 对 任意 的 m， 
n) 
(ma + naa)x + (mb +nb)y + (me + nc)z = md + nd,; 


是 通过 原来 两 平面 交 线 的 平面 方程 的 最 一 般 的 形式 . 
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21.3 ”空间 曲线 


我 们 要 分 析 的 下 一 类 几何 对 象 被 称 做 空间 曲线 , 即 在 三 维 空 间 中 扭曲 和 翻 
转 的 一 维 曲 线 . 

提问 ”我们 如 何 从 数学 上 描述 空间 曲 
线 ? 

回答 为 了 探索 这 个 问题 我 们 先 从 简 


单 的 例子 开始 . 在 $ 21. 1 中 我 们 导出 了 三 维 
空间 中 一 条 直线 的 方程 ,并 且 发 现 一 条 直线 
上 的 每 个 点 (x,y,z) 必定 具有 形式 0 
X = a +hi,y = a + bt,z = a + bt, i 


其 中 a;,b; 为 固定 常数 (i = 1,2,3) ,teRR. 当 
i 在 实数 上 变化 时 ,点 
(al + bt,a, + bt,as + b,t) 
构成 了 这 条 直线 . 因此 我 们 可 以 定义 向 量 函 数 
f(t) = (e+pbti+(as tpt)7+(a + bt)k, 
对 每 个 实数 1 它 产 生 了 一 个 向 量 ,其 终点 (我 们 假定 此 向 量 被 固定 在 原点 ) 是 此 
直线 上 的 上 - 点 . 


f (1) 


这 个 例子 启发 出 下 面 的 定义 . 
定义 ”一 个 向 量 函 数 f(t) 是 一 个 规则 , 它 对 每 个 实数 1 指定 一 个 唯一 的 向 
量 f/(1). 定义 函数 人 (1) 的 图 像 为 点 f(1) 的 集合 ,其 中 t 在 实数 上 变化 . (另外 一 种 
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替代 的 说 法 是 ,如 果 我 们 使 像 向 量 f(1) 从 原点 开始 , 则 此 图 像 由 在 映像 中 的 向 
量 集合 的 端点 组 成 . ) 
回忆 一 数 原来 定义 的 一 般 性 (在 第 一 章 有 有 令 述 ) ,我 们 看 出 向 量 函 数 不 是 别 
的 ,只 不 过 是 一 类 特殊 的 函数 . 实际 上 我 们 可 以 下 列 方 式 构造 出 最 一 般 的 向 量 函 
数 . 选取 三 个 实数 值 函数 x(1) ,y(t) ,z(1). 最 一 般 的 向 量 函 数 f(t) 必定 有 形式 
f(t) = x(t)i + yD + z(t)k. 
定义 ”一 个 向 量 函 数 
ft) = xi)E+YCE7 +z(t) 天 
的 图 像 被 称 做 空间 曲线 . 称 空间 曲线 是 连续 的 是 说 函数 x(ti),y(ti) 和 z(t) 自身 
是 连续 的 . 
例 21.10 设 x(t) =,y(t) = 1 +1,z(t) = 1 -向 量 函数 
f(t) = x(tE + y+ z(t)k 
的 图 像 被 描绘 于 下 . 


2 (1, 2, 0) 


例 21.11 曲线 f(t) = 10i + cos(t)7 + sin(t)k 是 个 圆心 在 点 (10,0,0) 半 
径 为 1 的 圆 . 
要 看 出 下 面 的 圆 


f(D 
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实际 上 是 这 个 向 量 函 数 的 图 像 ,注意 有 
| Fi) - (10,0,0)|= |eos(t)j + sin(t)k| 
= V(cos(t))’ + (sin(t))* 
= 1. 
因此 此 曲线 上 每 个 点 与 点 (10,0,0) 的 距离 为 1, 从 而 必 是 这 个 画 出 来 的 圆 . 
例 21. 12 构造 一 个 向 量 函 数 ,使 其 图 像 为 中 心 在 (0,8,0) ,半径 为 3 的 圆 ， 
并 位 于 平行 于 xz - 平面 中 . 
这 个 例题 中 的 函数 ft) = x(D)i+y(1)j+z(t)k 是 例 21.11 中 函数 的 修正 
形式 . 由 于 假定 此 圆 平行 于 xz - 平面 ,函数 y(1) 必定 与 无关. 因此 我 们 想 要 的 
明 数 是 f(t) = 3cos(t)i + 8 + 3sin(t)k. 


(0, 8, 0) 


例 21. 13( 螺旋 线 ) ”函数 7i) = cos(1)i+ sin(1)j + 练 的 图 像 被 称 做 圆 形 
螺旋 线 . 

注 ”如 果 x(t) 和 y(z) 是 :的 任意 实 函 数 , 则 向 量 函 数 f(t) = (x(1) ,y(1)， 
0) 代表 了 xy - 平面 中 的 一 条 曲线 . 
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例 21.14 描画 并 识别 由 函数 
ti) = (FF -Di+t(t+2) 


代表 的 空间 曲线 . 


如 上 面 注 明 的 那样 ,此 曲线 位 于 xy - 平面 中 . 让 我 们 画 出 一 些 点 ， 
f(0)= (-1,2,0), 
f(1) = (0,3,0) 
f(-1)= (0,1,0) 
f(2) = (3,4,0) 
f(-2)= (3,0,0). 
当 我 们 画 出 这 些 点 时 ,在 xy - 平面 中 出 现 了 一 条 抛物 线 . 自然 要 问 此 抛物 线 的 
方程 在 标准 形式 下 是 什么 样子 . 这 容易 得 到 :由 于 x = 已 -1,y = t+2, 故 t = 
y ~ 2, 我 们 推出 
x*=(y-2)*-1. 


$21. 3 的 习题 


(1) 求 图 像 为 半径 4, 中 心 (7,0,0) 并 位 于 平行 于 yz - 平面 的 平面 中 的 圆 的 向 量 函 数 . 
(2) 求 图 像 为 半径 2, 中 心 (0, - 5,0) 并 位 于 平面 y = ~ 5 中 的 圆 的 向 量 函 数 . 

画 出 下 面向 量 函 数 . 

(3)f(1) = (1,0,1 + 21)， (4)f(1) = cos(2)i + sin(1)) + e'k. 


(Sf(1) = (1.2.2 - 中， (6)F(i) = 二 + (t+ 1)) + 10k 
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在 用 一 对 或 三 个 实数 分 别 代表 二 维和 三 维 空间 中 一 个 点 的 过 程 中 ,我 们 详 
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细 说 明了 什么 叫 一 个 坐标 系 . 为 了 展示 图 像 的 目的 ,有 时 使 用 其 他 的 坐标 系 会 
更 方便 . 我 们 现在 介绍 其 他 两 个 可 用 的 坐标 系 , 即 极 坐标 和 柱 面 坐标 . 
极 坐标 ”在 平面 中 固定 一 个 点 0( 原点) 和 一 条 通过 0 的 直线 ( 极 轴 ). 


于 是 平面 中 每 个 点 可 以 由 一 个 对 (r,9) 明确 界定 ,其 中 + 三 0 为 0 到 P 的 距离， 
6 是 直线 OP 与 极 轴 之 间 的 角 ( 以 弧度 度量 ). 如 果 选 取 极 轴 为 zy -平面 中 的 x 轴 ， 
那么 我 们 可 以 看 出 极 坐 标 为 (r,9) 的 点 己 也 可 由 笛 卡 儿 坐 标 (*,y) 给 出 ,其 中 

x = reos(0),y = rsin(8). (21.4) 


我 们 可 以 推广 极 坐标 的 定义 ,定义 ( - r,6) (r > 0) 为 点 (7,9 + mr). 


{7, 0) 


- 极 轴 
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例 21.15 将 点 (5,2w/3) 转换 为 笛 卡 儿 坐 标 . 
应 用 方程 (21.4) 我 们 有 
x = 5$cos(2m/3) =-5/2， 以 及 yy = S$sin(2m/3) = 5 V3/2. 


因此 笛 卡 儿 坐 标 ( 或 直角 坐标 ) 为 ( - 5/2,5 v3/2). 
在 直角 坐标 中 我 们 考虑 并 分 析 函 数 y = f(x) 和 它们 的 图 像 . 在 考虑 函数 
r = fA(0) 和 它们 的 图 像 时 我 们 也 能 发 展 出 一 个 可 类 比 的 理论 . 变换 (21. 4) 使 我 
们 能 在 两 个 坐标 系 之 间 自 由 变动 . 
例 21.16 把 函数 y = x? 表达 为 极 坐标 的 函数 ， 
用 变换 (21.4) 我 们 可 表示 y = x? 为 
rsin(0) = ricos’(0). 
因此 这 个 标准 的 抛物 线 由 函数 
_ sin(b) 
~ cos:(0) 
描述 . 
提问 ”最 初等 的 极 函数 是 什么 ? 
回答 ”最 简单 的 极 函 数 有 形式 r = c, 其 中 c 为 常数 .+ = c 的 图 形 简 简 单单 
地 是 个 半径 为 c 的 圆 . 注意 ,这 个 圆 在 直角 坐标 中 不 能 被 说 成 是 一 个 函数 的 图 
像 .r = “的 直角 坐标 形式 引出 了 后 面 的 方程 :因为 x = reos(6) ,y = rsin(6) ,我 
们 有 


x +y = 7 


因此 方程 + = c 等 价 于 方程 x* + y* = 7. 
例 21. 17( 四 交 玫 瑰 线 ) ” 极 函 数 r> = cos(26) 的 图 像 是 下 面 的 四 鸭 玫 瑰 曲 线 
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也 


作为 说 明 的 例子 , 让 我 们 看 看 最 右边 的 一 辩 是 怎样 画 出 来 的 当 9 = + 下， 
;= 0 当 9 =+ 到 ,= 将 当 9 =0,r =1. 我 们 已 画 出 了 楷 因 上 的 4,8,C 点 . 注 


意 ,我 们 开始 于 原点 [0，- 工 ) 而 终结 于 原点 (0, 开 小 


例 21.18( 心 形 线 ) ”考虑 函数 " = a(1 - sin9) ,其 中 a 为 常数 . 其 图 像 叫做 
心 形 线 . 


要 求 出 此 方程 的 直角 坐标 形式 我 们 可 以 写 出 y = rsin(9) , 它 表明 + = e( 1 -之 ) 
或 = a(r -7y). 因此 r+ay = ar, 与 +" = wx* +Y 结合 得 出 了 了 x+y +ay = 


a Vx + 或 者 (x + +ay)’ = a(x’ +y). 
例 21. 19{ 对 数 螺 线 ) ”考虑 函数 + = e”,a > 0 是 个 常数 . 图 像 是 条 螺 线 . 


可 以 清楚 看 出 , 当 角 9 增 大 时 r 的 值 指数 式 增 大 . 
柱 面 坐标 在 看 到 我 们 如 何 能 够 描述 出 以 前 不 能 轻易 掌握 的 二 维 图 形 时 ， 
自然 要 力图 将 极 坐标 推广 到 三 维 空间 , 于 是 ,让 P = (x,y,z) 为 直角 坐标 下 的 一 
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个 点 . 


进行 变换 
x = recos(0),y = rsin(0),z = z， 4 
我 们 得 到 了 在 柱 面 坐标 下 的 点 (r,9,z)， 


例 21.20 夯 出 柱 面 坐标 下 的 点 { 3,: 严 ,2 ) 并 转换 它 为 直角 坐标 


要 转换 为 直角 坐标 我 们 使 用 (21. 5) : 
37) - 3 好 (2] - 3V2 


x% = 3cos( 4 pi 3sin a 


$ 21. 4 的 习题 


在 习题 (1) ~ (6) 中 画 出 具 已 知 极 坐 标的 点 ,并 画 出 +r 具 相反 符号 的 那个 点 . 
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《1 )r =4,0 = 也 (2)r = 2,9 = 并 (3)r =-3,0=7. 


ee We _sg=-25 
(4)r=2,06=- 6 (5)r =-2,0= (6)r =-5,0 3 


(7) 在 把 极 坐标 转换 为 直角 坐标 (x,y) 中 证 明 


x 、 
cos(0) = et = -7 
(8) 证 明 极 坐标 下 两 点 (7, ,9,) 和 (7, ,8,) 之 间 的 距离 由 下 面 公式 给 出 : 
d= Vi + -2nrneos(6, - 0). 
(9) 描绘 极 曲线 + = 3(1 - 2sin( 6) ) 并 求 其 直角 坐标 下 的 方程 . 
{10) 描绘 曲线 r = 2sin(36) 并 求 其 直角 坐标 方程 . 
(11) I = mx + 6b. 将 其 转换 为 极 方程 . 


(12) 描绘 极 曲线 + = 元 re ,0 < 6 < 7 并 求 其 笛 卡 儿 方 程 . 

(13) 求 两 条 极 曲线 r = 2(cos(6)) 和 + = 2 - sin(9) 的 交点 

(14) 求 曲 线 (x” + 7) (x + -3) = 的 极 方程 . 

(15) 设 4,B 为 满足 4B 关 0 的 常数 . 证 明 极 方程 + = 4sin( 9) + Beos(8) 总 代表 了 一 个 圆 . 
Te 出 . 画 出 它们 并 转换 其 为 直角 坐标 . 


(16) (2, 气 和 把 ,5}. (17)(1, - 全, -2) (18) (5,0,1). 
(19)( -2, 王 ,1). (20) ( -3, -并 ,2} (21)(2, 笠 ， -6) 


21.5 极 (坐标 ) 函数 到 向 量 函 数 的 转换 


设 y = p(x) 代表 Oxy 平面 上 的 一 条 曲线 . 


我 们 可 以 将 其 转换 为 以 变量 : 参数 化 的 空间 曲线 , 即 令 x = t 及 y = g(t). 于 是 
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在 笛 卡 儿 平 面 上 点 (x,y) 可 以 作为 向 量 站 + gp(1)j 的 末端 端点 实现 ,而 这 时 的 向 
量 已 被 假定 固定 于 原点 0. 


(Crp)=tit oj 


提问 ”如果 给 了 一 个 极 形式 函数 + = f( 9) ,如 何 将 其 作为 向 量 函 数 相伴 的 
空间 曲线 来 实现 ? 

回答 ”回忆 在 极 坐标 下 的 点 (>,9) 可 以 经 过 令 x = rcos(6) ,y = rsin(9) 转 
换 为 直角 坐标 . 


注意 到 从 原点 出 发 而 终止 于 点 已 = (r,6) 的 箭头 也 就 是 向 量 
OF = recos( 0)i + rsin( 9)j. 
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因此 极 函 数 r = f(9) 可 以 作为 空间 曲线 
g(0) =rcos(0)i + rsin(0)j 
=f(0)cos(0)i + fA(0)sin( 0)j 

来 实现 . 

例 21.21 将 例 21.17 的 四 辨 玫瑰 线 转换 为 空间 曲线 . 

四 辨 玫瑰 线 由 方程 + = cos(29) 给 出 ,因此 相伴 的 向 量 函 数 简单 地 变 为 
g(0) = cos(20)cos(0)i + cos(20)sin( 0)). 

例 21. 22 将 三 准 玫 瑰 线 r = cos(39) 转换 为 yz - 平面 中 的 空间 曲线 . 

为 了 把 三 辩 玫 瑰 线 放 在 yz - 平面 中 , 我 们 令 y = cos(39)cos(9) 和 
z = cos(309)sin(9). 于 是 

g(0) = cos(30)cos(0)j + cos(30)sin( 0)k. 

就 做 成 了 . 

例 21.23 ”将 三 瓣 玫 瑰 线 置 于 平面 x = 5, 且 中 心 在 点 (5 ,0,0). 

向 量 值 函数 ,FL9) = cos(39)cos(6)7 + cos(39)sin(9)k 在 平面 x = 0 上 产 
生出 一 条 三 办 玫瑰 线 . 为 了 得 到 这 条 曲线 所 要 的 位 置 我 们 必须 用 向 量 (5,0,0) 
作 平 移 . 得 到 的 向 量 函 数 是 

(5,0,0) + f(0) = 5i + cos(30)cos(0)j + cos(30)sin( 0)k. 


了 


例 21. 24 按 顺 时 针 方向 在 平面 * = 5 中 旋转 上 例 中 的 3 辩 玫瑰 线 15", 求 
其 向 量 函数 方程 

由 于 15”= i 弧 度 ,所 要 的 旋转 只 不 过 是 变换 9 一 9 + 本 .得 到 的 向 量 函数 
为 


Si+ cos(3(6 十 五)jeos{ e 十 a + cos(3{6 十 马 )jsin( 十 二 
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例 21. 2S{( 旋 轮 线 ) ”想像 一 个 圆 (位 于 平面 x =0 中 ) 它 在 y 轴 十 无 滑动 地 
滚动 . 


在 圆 上 确定 一 个 点 P, 考 虑 当 圆 滚动 时 此 点 经 过 的 路 径 ( 称 其 为 旋 轮 线 ). 假定 
此 圆 半径 为 。> 0, 求 图 像 为 此 旋 轮 线 的 向 量 函 数 . 
假定 圆 的 开始 位 置 是 P 点 在 原点 0. 假设 圆 已 滚动 了 某 个 距离 d < 2ma. 


注意 ,由 定义 ,距离 d 与 弧 长 OP 相同 ,因此 d = ob. 因此 在 滚动 距离 d 之 后 的 P 
点 位 置 由 角 9 决定. 

我 们 所 要 寻求 的 函数 必定 输入 与 圆 已 经 滚动 的 距离 相伴 的 角 ,而 输出 一 个 
从 原点 出 发 而 终止 于 P 点 所 在 位 置 的 向 量 , 即 f( 8) = 0F. 要 明显 地 计算 f(9)， 
我 们 使 用 向 量 等 式 


-一 


f(0) = 0B = 00 + 0C + CF (21.6) 
这 个 和 中 的 头 两 个 向 量 容易 识别 ; 
00 = df = ab,0C = ak. 
要 计算 用 8 表 出 的 CP, 我 们 利用 辅助 三 角形 . 由 此 我 们 知道 了 CB = - osingj - 
acos( 9)k. 因此 (21.6) 有 形式 
f(0) = a(9 ~ sin(0))j +a(l - cos(0))k. 
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a sin(x- 0) acos(x-0) 


“§21.5 的 习题 


在 下 列 习 题 中 用 你 的 CAS 画 出 所 有 的 向 量 函 数 . 

(1) 考虑 极 曲线 " = 4sin(56) , 它 是 个 五 办 玫瑰 线 . 求 向 量 函 数 使 它 的 图 像 为 放 在 平面 : = 
-3 内 ,中 心 在 (0,0, - 3) 的 这 条 玫瑰 . 

(2) 求 向 量 函 数 , 它 使 得 习题 (1 ) 中 的 五 瓣 玫瑰 曲线 在 平面 z = -3 中 逆 时 针 方 向 旋转 了 45°. 


(3) 考虑 由 + = ( 全) ,0 < 9 < 4 给 出 的 称 做 螺 线 的 极 时 线 . 求 向 量 丁 数 ,使 得 它 的 图 像 为 


放 在 x = 1 平面 中 的 这 条 螺 线 ,并 使 极点 r = 0,9 = 0 平衡 到 了 点 (1,6,6)， 

(4) 求 向 量 函 数 , 它 使 得 习题 (3) 中 的 螺 线 在 平面 x = 1 中 按 顺 时 针 旋 转 了 60°. 

(5) 求 向 量 函数 , 它 以 向 量 ( - 1，- 6,1) 平移 了 习题 (3) 中 的 螺 线 . 

(6) 一 个 圆 沿 * 轴 无 滑动 地 滚动 . 求 向 量 函 数 , 使 其 图 像 为 圆 上 固定 点 已 勾画 出 的 旋 轮 线 . 你 
可 设 P 的 初始 位 置 在 原点 . 
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(1) 求 长 为 4 且 垂 直 于 向 量 (2,2,2) 和 (1,0，- 1) 的 向 量 . 

(2) 已 经 知道 如 果 平 面 P 为 ax + by + cz +d = 0, 则 (a,b,c) 是 平面 已 的 法 向 量 . 它 的 长 度 为 
Yar + 她 +C. 平 面 P 的 方程 可 以 在 要 求法 向 量具 单位 长 的 条 件 下 法 化 . 设 n 为 这 样 的 
向 量 ,因而 n = -Rs 平面 的 法 化 方程 可 表示 为 (zx,y,z) = e 证 明 如 果 
mv (xy'z) =e 是 平面 P 的 法 化 方程 ,M 为 任 一 点 ， 则 MM 到 P 的 距离 为 
|le-n.: (mi ,ma ,ma ) 1, 其 中 = (mi ,ma ,ms ). 

(3) 求 由 下 列 点 到 指 的 平面 或 直线 的 距离 . 

(a)(1,0, -1);(1,1,1) ， (x,y,2) = 1. 
(b)(1,0, -1);2x+3y +z = 1. 
(c)(1,2);(3,4) . (x,y) = 0. 
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(4) 决定 平面 2x +3y +z = 0 与 6x +9y + 3z = 0 是 否 平行 . 
(5) 决定 直线 
x=2+5t 
y=1+2t 
z=4+t 
是 否 平行 于 平面 x + 2y - 9z = 10. 
(6) 求 平面 x + 3y +2z = 6 与 3x +y-z = 6 的 相交 直线 的 参数 方程 并 求 这 两 平面 间 的 角 . 
(7) 在 你 的 CAS 上 作 函 数 f(t) = 4cos(1)i+ 4sin(1)j,0 < :<< 7 的 图 . 什么 是 一 个 坐标 用 另 
一 个 坐标 表示 的 函数 形式 ? 
(8) 以 f(t) = (4t -请 )i+ (4 - 台 六 重复 习题 (7). 


(9) 在 你 的 CAS 上 作 本 数 /(u) = 二 i + (VE + 1)j 的 图 . 求 其 直角 坐标 方程 


(10) 以 J(w) = zi + 二 到 重复 习题 (9). 


(11) 从 柱 面 坐标 转换 成 直角 坐标 : 
(a) (3,7m/6,4). 
(b)(5,5m/3, - 1). 

(c) (1,5m/3,0). 

(12) 在 你 的 CAS 上 求 出 由 下 面条 件 决定 的 区 域 : 
(a)0 和 90<T/3,0 达 rr 达 cos(8),0 达 zz 三 5. 
(b)r = 4sin(8),0 <z<5. 

(c)0 = 7/3,0 三 z 套 1. 

(13) 在 你 的 CAS 上 求 出 由 下 面 方程 描述 的 区 域 : 
(a)f(i) = cos(t)i + sin(t)j + 3kK,0 < t < 27. 
(b)f(t) = tcos(t)i + tsin(1)j + t,t > 0. 

在 你 的 CAS 上 作 f(1) 的 图 像 并 指出 当 + 增加 时 的 方向 ， 

(14)f(1) = 38 + 8 + 4ik 

(15)f(t) = 3cosh(t)i + 3sinh(2)/. 

(16)f(t) = 3iexp( - 1)i+ tr. 

(17)f(1) = 3cos(t)i + 2) + 3cos(t)Kk. 

(18)f(1) = 2c0s(21)i + 2sin(21)7 + 3k. 
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22.1 向 量 函 数 的 导数 
设 f(1) = x(2)i+ y(t)j +z(t)k 为 一 向 量 函 数 , 其 中 x(it) ,y(t) 和 z(t) 是 


变量 上 的 实 函数 ， 
| 
WE 


提问 我 们 如 何 定义 导数 针 1(1) ( 它 也 表示 为 1 (4) )? 


回答 。 直观 上 说 ,只 有 唯一 一 种 可 行 的 方式 定义 这 个 导数 . 假定 下 面 的 极 
限 存在 ,我 们 定义 向 量 函 数 的 导数 为 
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注意 ,由 此 定义 ,f(t) 的 导数 可 以 用 x(1t) ,y(t) 和 z(t) 的 导数 按 下 面 的 简单 方式 
表示 : 
f(t) =lim et + lm 了 有 划一 


(22. 1) 
=x’ (E+ y(t + z(t)k. 
例 22.1 计算 空间 曲线 的 导数 ,此 曲线 为 
f(t) = cos(t)i+ (ts 32 +2)7 + erk. 
按照 (22. 1) 我 们 看 到 
f(t) = sin(t)i+ (51 ~ 61)) + 2te’k. 
提问 ”我 们 如 何 解释 空间 曲线 的 导数 ? 它 是 切线 的 斜率 吗 (在 某 种 广泛 的 
意义 上 )? 
回答 ”在 三 维 空间 中 切线 斜率 的 概念 是 不 存在 的 . 要 明白 这 点 让 我 们 回忆 
在 二 维 空间 ,切线 的 斜率 是 当 从 直线 上 点 P 走向 点 8 时 的 竖 直 距离 与 水 平 距 离 


的 比值 


在 三 维 空间 中 ,如 果 从 P 点 走向 0 点 ,不 仅 走 过 了 一 个 水 平 上 距离 及 和 一 个 竖 直 距 
离 V, 还 有 一 个 纵深 距离 D. 因此 对 高 于 2 维 的 情形 没有 斜率 的 自然 类 比 . 

尽管 如 此 ,导数 .P(#) 最 终 还 是 个 向 量 , 它 本 身 在 点 1 切 于 曲线 f(1). 这 可 由 
查验 下 面 的 图 示 明 白 . 


22.1 ”向 量 函 数 的 导数 .317 ， 


向 量 .FA + h) -f(z) 描画 于 下 . 


GT+ 有 -了 


当 h 一 0 时 向 量 f(t +h) -iD) 的 方向 趋向 曲线 的 切线 方向 ,而 且 由 于 除 以 纯 量 
hh 改变 了 向 量 的 长 度 但 不 改变 它 的 方向 , 故 
lim f(t +h) -f(t) 

hh 


产生 了 一 个 向 量 , 它 在 点 1 切 于 空间 曲线 f(:). 
提问 ”已 知 一 个 可 微 的 向 量 函 数 f(1) ,此 导数 的 长 |P(z) | 有 什么 意义 ? 
回答 ”为 了 解决 这 个 问题 让 我 们 假定 变量 i 代表 时 间 而 一 个 质点 沿 此 空 
间 曲 线 运 动 在 时 刻 t 的 质点 位 置 不 过 是 (x(t),y(1),z(t))， 于 是 
|f(t +h) -f(t) | 就 是 质点 在 时 刻 t + 有 和 时 刻 t 的 位 置 间 的 距离 . 


在 时 痢 的 质点 在 时 刻 +h 的 质点 


A 
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在 除 以 h 时 我 们 得 到 了 距离 的 变化 与 时 间 的 变化 的 比率 , 即 质点 的 平均 速度 . 因 
此 | 产 (区 | 是 在 时 刻 上 时 此 质点 的 瞬时 速度 . 

例 22.2 考虑 空间 曲线 

f(t) = (1,1 +1,2 -31). 

计算 站 (1) 和 |P(1)|. 求 在 上 = 1 的 切线 方程 . 

因为 f(t) = (2i,1, -3) ,我 们 看 到 P(1) = (2,1,，- 3) ,因此 

IfF(1) | 二 V4+T+9 = V14. 
所 考虑 的 切线 必 通 过 点 (1,2, -1) 并 平行 于 向 量 P(1) = (2,1, -3). 因此 此 切 
线 的 参数 形式 可 简单 地 表示 为 
x(t) =1+2ty(t) = 2 +1t,2(t) =-1-3. 

我 们 在 第 7 章 中 所 遇 到 的 微分 规则 很 快 地 推广 到 向 量 函 数 . 具体 地 说 , 设 
f(1) ,g(t) 为 可 微 向 量 函 数 ,z(t) 为 :的 可 微 实 函 数 . 下 列 的 断言 可 由 CAS 验证 ， 
并 将 其 留 给 感 兴趣 的 读者 . 


Sf(1) +8(0)) = f(t) 二 8 

E(u( DF)) = u(t)f(t) + u( FE) 
号 CD) 8()) = f(0) + gt) + ft) +g'(1) 
G1) xg(D) = fe) xg(t) + CD) x g(t) 


df) = WF uD)). 


§ 22.1 的 习题 


对 下 列 每 个 向 量 隆 数 f(1) 求 在 指定 的 点 上 的 切线 . 用 你 的 CAS 画 出 此 空间 曲线 和 切线 . 

在 习题 (1) ~ (6) 中 求 这 些 曲线 在 指定 的 点 上 的 法 线 ( 即 在 指定 点 垂直 于 切线 的 直线 , 它 并 
不 被 唯一 定义 ). 在 空间 曲线 和 这 条 切线 的 图 上 添加 法 线 的 图 形 . 

(1)f(2) = (1 +5f,2 -1,1 +7t),t =0. (2)f(t) = (8, -3+2,1 +1) ,t= 2. 


3 


(3)f(t) = (3,2cos(1) ,2sin(t)) ,t = 工 . (4)f(t) = (3cos(1) ,7,2sin(t)),t = 2 


4 


(SN)f(1) = (sin(t) ,cos(t) ,e$),t = 4n. (6)f(1) = (1 ,sin(2t) ,et ),t = 3T 
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22.2 积分 和 弧 长 


已 经 定义 了 向 量 函 数 
ft) = wDE+ YD +2(t)k 
的 导数 ,现在 我 们 用 一 种 类 比 的 方式 定义 不 定 积分 和 定 积分 : 


Mena = (f(aDit (fy qj + (DadoDkt， 
以 及 
[fa = (Cf x dn)i + Cf ya + (2) ak. 
例 22.3 计算 | (3 + (2)7 + ek) dt. 
按照 积分 的 定义 可 计算 于 后 : 
2 。 了 . t 3 。 ft , t 上 
[3 dii + [| (+2)dy + [erdik = 龙王 十 (于 -= 21+ ek 
=8i-27+(e -1) 大 
设 f(t) = x(2)i+ y(t)j + z(ti)k 为 任意 连续 的 空间 曲线 ,其 图 画 于 下 . 


«t=b 
| 7 


U4 


A 


自然 要 问 ,我 们 如 何 计算 上 = a 和 + = 之 间 的 曲线 段 的 弧 长 二 由 于 我 们 是 在 三 
维 空间 中 讨论 ,空间 曲线 当 : 从 a 增加 到 58 时 可 能 会 经 过 多 于 一 次 (注意 ,在 二 维 
空间 函数 的 图 像 不 会 发 生 这 种 情况 ) ,意识 到 这 点 是 重要 的 . 因此 必须 小 心地 把 
我 们 的 注意 力 限制 在 那些 在 区 间 a < t < 6 上 曲线 只 经 过 一 次 的 情形 . 

命题 22.4 设 f(1) = x(1)i+y(t)j +z(t)k 为 一 连续 的 空间 曲线 ,使 得 此 
曲线 在 区 间 a 和 上 <b 上 只 经 过 一 次 . 于 是 此 曲线 在 这 区 间 上 的 长 二 由 
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了 = 上 If' (2) ld = [ Vx (t)” +y(t)” +2'(t)’dt (22. 2) 

给 出 . 

在 验证 这 个 结果 之 前 值得 在 一 些 例子 和 应 用 上 花 些 时 间 . 

例 22.5 求 螺 旋 线 f(t1) = cos(t)i+ sin(1)j+ 坛 在 0 <t <6 的 弧 长 . 

由 于 了 (1) = ~ sin(t)i + cos(1)j + 上 的 长 度 为 

PE= vsin(t)) + (cos(t))* +1 = 2, 
故 所 要 的 弧 长 由 
L= 下 V2dt = 5 

给 出 . 
实际 上 ,命题 22. 4 在 维 数 异 于 3 时 仍 有 效 . 例如 ,考虑 二 维 空间 中 一 个 向 量 
函数 


f(t) = x(DE + yDI. 


当 i 在 区 间 a < :1 < 5 上 时 的 曲线 段 的 弧 长 L 由 下 面积 分 给 出 : 
pa [lp lat (22. 3) 

例 22.6 计算 半径 RR 的 圆 的 周 长 C. 

如 同 我 们 在 多 种 场合 看 到 的 那样 ,有 许多 种 方式 得 到 C 的 值 . 在 这 里 我 们 
先 把 此 圆 表示 为 由 向 量 函 数 .Fi) = Reos(1)i + Rsin(1)j 所 实现 的 空间 曲线 ,由 
此 , 周 长 可 由 我 们 的 命题 容易 地 算出 : 

Gz= | VRiCsin(t)) + RiCcostt) )idt = [Rat Rr 

例 22.7 设 y = p(x) 为 * 的 连续 实 函 数 . 证 明 在 区 间 a < x 苹 b ,g(x) 

的 弧 长 工 可 由 下 面 公 式 给 出 ; 
L [ VI + (B(x) idx. 
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信忠 () 


ass 


了 (zx 的 (x)) 


Es 


这 个 弧 长 公式 完全 就 是 公式 (16.4) ,并 在 第 十 六 章 中 费 了 一 定 的 精力 验证 
过 . 用 向 量 盟 数 的 理论 我 们 立刻 可 从 (22. 2) 推出 (16.4) ,这 只 要 原来 的 函数 写成 
参数 形式 就 可 以 了 . 事实 上 函数 y = $(x) 可 实现 为 空间 曲线 f(t) = (1,$(1)). 

注意 ,六 (t) = (1,$'()) 和 |f(1)|= V1+($'(1)) ,于 是 (22.3) 是 显然 


的 了 . 
弧 长 公式 的 推导 ”固定 一 个 基点 上 = a, 并 设 L(7) 代表 空间 曲线 在 + = a 
和 + = 了 之 间 那 一 段 的 长 度 . 于 是 L(7) 是 画 在 下 面 右 图 的 那 段 弧 的 长 . 


Bo ss 


ul ee a 


注意 L(a) = 0 而 L(t +h) -L(t) 被 向 量 f(t +h) -f(t) 的 长 所 近似 . 因此 当 
我 们 除 以 h 时 得 到 商 


L(t+h) -L(t) 在 + 且 ) -A | 
h h 


于 两 端 令 一 0, 得 到 
L(t) = |fF "(2)T. 
对 两 边 同时 积分 得 出 所 要 公式 
18) =L(b) -Lo) = [iCar = [ro 
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§ 22.2 的 习题 


计算 下 列 积分 . 
(Df -Di+t2g+ (ek]d 


(2) feos( 2)i + ln(1)) + ek]dt. 


(3)f[ Ge) + Vt+ lj + tk]jd. 


计算 下 列 空间 曲线 在 指明 的 区 间 上 的 长 度 . 用 你 的 CAS 作 这 些 曲线 的 图 . 
(4)f(t) =R+2t- +1l-itk,(-1<t<2). 


3 
(Sf(1) = (三 + 让 i+y,0 <t<3). 


(6)f(1) = Ssin(t)i + 7 + Scos(DK,(0 < 1 < 10). 
(Tf(1) = In(D)i+20 + tk,(2 < 1 < 5). 


(8)f(1) = (: + 与 十 (: -5) +2k,(0<t<1). 
(9)f(1) = 2sin(1)i + 2ln(cos(t))j + 2cos( 1)k, (0 <it< 下 
对 下 列 的 每 个 实 函 数 , 求 代表 它们 的 空间 曲线 并 在 指定 的 区 间 上 计算 其 弧 长 . 
(10)y = (x -1)3.(2<x«<4). 

3 
(和 于 
(12)y =e',(0<x <2). 


22.3 极 坐 标 下 的 弧 长 和 面积 


设 r = f(8) 为 以 极 形式 给 出 的 函数 . 


+ 二 ,1 <x <3). 


(7,0) 
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设 工 代表 此 曲线 在 9 = a 与 9 = B 之 间 的 一 段 的 弧 长 . 在 将 f( 9) 从 极 形式 


转换 为 向 量 也 数 
g(0) = f(0)cos(0)i +f(0)sin(0)j 
时 ,我 们 可 用 命题 22. 4 计算 工 ; 


L = | |g'(0) |de. 


现在 
g'(0)= (f'(0)cos(0) -f(0)sin(0))i+ (f (9)sin(9) +f(0)cos(0))j, 
= (r'cos(0) - rsin(0))i+ (r'sin(0) + rcos(9) ) 


从 而 
lg'(0)|* =(r'cos(0) - rsin(0))* + (r'sin(9) + rcos(0))” =(r)* +r. 


概括 起 来 ,我 们 已 证 明 : 
命题 22.8 具 极 方程 r = f(0) 的 曲线 在 a < 9 三 B 的 长 度 了 由 


2 dr\ 
5 = [r+ (g) a 
例 22.9 求 四 瓣 玫 瑰 线 r = cos(26) 的 一 办 的 长 度 . 
令 - 党 <0 三 卫 ,我们 便 能 画 出 此 玫瑰 的 一 凑 因此 弧 长 元 由 积分 给 出 : 


了 = 太 V (cos(20))” + 4(sin(20)) dob. 
回想 我 们 曾 指出 过 半径 R 的 圆 的 面积 为 mR. 相似 地 , 半圆 的 面积 为 
六 mr 尼 ,四 分 之 一 国 的 面积 为 二 mR. 更 为 一 般 地 ,一 个 角 为 a,0 < a < 2T ,半径 


为 R 的 扇形 的 面积 由 六 aR 给 出 . 


A en 


R 


葡 示 在 圆 的 扇形 面积 的 公式 中 壬 太 不 要 省 去 系数 闻 . 
再 回 到 我 们 的 极 曲线 + = f(9). 令 4 代表 下 面 图 示 的 面积 : 
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2 


我 们 断言 此 面积 由 下 面积 分 给 出 : 
4 = 「 Ce)?ae (22.4) 


例 22. 10 计算 三 办 玫瑰 线 r = sin(39) 中 一 办 的 面积 . 
此 玫瑰 一 个 单 状 出 现在 我 们 在 0 < 9 < 和 上 作 函 数 图 时 . 因此 所 要 的 面积 由 
5 
4 = 人 7(sin(30))’do 


给 出 . 
要 验证 (22.4) ,我 们 先 固定 ,并 设 4(9) 代表 画 在 下 面 的 那 块 面积 . 


2 积 = 4(@) 


显然 4(a) = 0. 把 9 看 作 变 量 并 考虑 hh 充分 小 ,以 及 差 A(9 + 有) - 4(6). 由 定 
义 ,这 个 差 代表 了 下 面 那个 注 薄 的 棉 形 的 面积 ， 


面积 = 4(@ + 有 -4(6) 
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它 近似 于 一 个 半径 为 = f(9) , 角 为 h 的 圆 的 扇形 . 因此 
A(O +h) -A(0) ~ 六 MO) 
两 边 同 除 以 并 让 一 0, 我 们 便 得 到 显 式 表 达 的 4 的 导数 : 
4'(0) = lim (0 +) 400) -300)?. 


同时 在 此 方程 两 边 对 9 积分 得 到 方程 (22. 4). 


§ 22. 3 的 习题 


用 你 的 CAS 画 出 下 列 玫瑰 的 一 辩 . 对 每 一 种 情形 ,用 积分 来 表示 这 一 瓣 的 面积 和 弧 长 . 用 你 
的 CAS 计算 这 些 积分 . 
(1)r = 4cos(40). (2)r = 2cos(86). (3)r = 7cos{( 50). 


(4)r = 2cos(30 + 子 ). (5)r = 4cos( 26 十 3 (6)r = 3cos( -76). 
在 习题 (7) ~ (9) 中 用 你 的 CAS 画 出 弧 线 . 对 每 种 情形 计算 弧 长 . 

(Dr = ey, 对 -10<0<10. 

(8)r = 5(sin( 六 2 工 )) ,对 0 和 0<7. 


3 
(10) 求 由 rr” = 9(1 +3(sin(9))*), -7 <9<7 赎 成 的 面积 . 


(11) 求 由 抛物 线 + = 0 < 9 < 2m 和 直线 9 = 本 围 成 的 面积 


(9)r = (tan(9))2> ,对 - <b 三 工 . 


3 _ 
1 - cos(0)’ 
(12) 求 虹 线 r = 一 + cos( 9) 中 较 小 的 那个 图 的 面积 . 

(13) Se r = sin(29) 和 r = sin(9) 内 部 的 那个 区 域 的 面积 , 

(14) 求 在 曲线 + = 3(1 + cos(9) ),，-T <9<<7 内 而 在 曲线 7 = 4(1 + cos(6) ) ， 二 <0 


< 外 的 那个 区 域 的 面积 . 


22.4 方向 和 曲率 


现在 让 我 们 回 过头 来 考虑 通过 三 维 空间 并 沿 着 空间 曲线 运动 的 质点 ; ; 设 此 
空间 曲线 通过 自身 不 超过 一 次 . 
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假定 此 曲线 是 一 个 光滑 的 向 量 函 数 
f(t) = (E+ yD +z(D) 
( 即 f(1) 为 无 限 次 可 微 并 且 除了 可 能 在 、| 一 imgsma 


所 考虑 的 已 知 区 间 端 点 外 处 处 不 为 零 ) 
我 们 已 经 证 明 过 f(t) 是 此 曲线 的 一 个 / 
切 向 量 , 其 长 度 是 此 质点 在 时 刻 : 的 速 


度 . 所 作假 定 户 (1) 了 0 让 我 们 可 以 考虑 
向 量 


fF ft) 
Ds Tp 


我 们 称 其 为 单位 切 向 量 . 单位 这 个 词 源 于 T(t) 具 长 度 1 的 事实 , 即 7T(1) 自身 的 
点 积 为 1; 
T(t) .7T(t) = 1. (22.5) 
提问 7T'(t) 有 什么 性 质 ? 
回答 ”我 们 断言 向 量 T'(t) 总 是 垂直 于 T(1) ,因而 它 被 叫做 法 向 量 . 要 明 
白 确 为 如 此 ,只 要 证 明 点 积 
T(t) . T(t) =0 
就 可 以 了 . 这 个 等 式 由 (22. 5) 得 到 ,只 要 我 们 在 (22.5) 的 两 边 对 上 取 微 分 : 


(TO) TCD) = TD) :TOD) +T(D TCD = 0， 


因此 NOD) 
27' (1) . T(t) = 0. | 2 


找到 了 一 个 法 向 量 ,但 我 们 想 要 一 个 长 度 TO 
为 1 的 . 按照 产生 长 度 为 1 的 切 向 量 的 方 | a 


法 ,我 们 定义 / 
i 
By 17 (| 


为 单位 法 向 量 . 图 形 上 看 , 向 量 T(1) 与 
N(i) 在 空间 曲线 上 相互 垂直 且 都 具有 长 度 1. 
例 22.11 设 f(t) = cos(1)i+2+ sin(t)k 为 空间 曲线 . 求 T(1) 和 (iD). 
先 计算 
f(t) = sin(t)i + 2 + cos(t)k, 
”这 时 我 们 看 到 
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If "(7) |= (sin(t))* +4 + (cos(t))’ = V5. 
由 定义 
二 二 sin(t) ， 2 ? cos(t 天 
T(t) 5 人 . 
现 计算 N(4). 首先 对 T(1) 微分 : 
/ = £0s(t), _ sin(DYE 
T(t) ee i 户 


于 是 T'(1) 有 长 度 -后 ,从 而 


了 
N(i) = ~ cos(t)i - sin(t)k. 

曲率 ”曲率 的 概念 是 对 一 个 基本 的 和 
直观 的 感觉 所 进行 的 公式 化 的 界定 . 任 一 
运动 中 的 物体 (一 辆 汽车 , 自行 车 ,飞机 等 
等 ) 都 经 历 了 各 种 的 转弯 . 某 些 转弯 很 急 ， 
有 些 则 完全 没有 引起 注意 . 在 下 面 的 空间 
曲线 的 一 个 抽象 样 图 中 ,我 们 看 到 在 点 C， 
D 的 曲率 (拐弯 的 总 量 ) 是 大 的 ,而 在 点 了， 
Q,R 曲线 实际 上 相当 平 直 . 

问题 ” 如何 度 量 在 一 个 点 的 曲率 . 

估算 在 一 点 的 曲率 的 一 种 办 法 是 看 附近 点 的 单位 切 向 量 的 情况 . 譬如 ,在 P 
点 附近 的 单位 切 向 量 近乎 完全 一 样 . 另 一 方面 , 当 我 们 注意 C 附近 的 点 时 , 切 向 
量 的 方向 显然 在 不 断 地 改变 ,甚至 当 我 们 沿 曲 线 只 有 细微 的 移动 时 也 是 如 此 . 

因此 要 度量 曲率 我 们 必须 度量 沿 此 曲线 运动 时 单位 切 向 量 的 方向 的 变化 . 
为 使 这 个 观察 精确 化 ,我 们 首先 在 此 光滑 空间 曲线 

ft) = x + Y(t) + 2(2)k 
上 固定 一 个 基点 上 = a. 设 ; = s(1) 代表 a 和 1 之 间 的 弧 长 . 于 是 s(t) 是 个 一 对 
一 的 函数 (因为 c 与 1 之 间 的 距离 只 能 有 一 个 值 ) , 它 由 下 面 的 积分 给 出 : 
s(0) = {FC ae = oide 
由 于 s(t) 是 一 对 一 的 , 故 它 有 道 ,我 们 记 其 为 : = p(s). 因而 我 们 可 以 写成 
f(t) = f(9(s)), 

称 此 为 了 相对 于 弧 长 的 参数 化 . 这 样 做 了 之 后 ,我 们 现在 能 够 讨论 f 相 对 于 弧 长 
变量 ; 的 变化 率 ( 即 导数 ) 了 . 
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定义 ” 设 f(t) = x(t)i+yY(t)j +z(t)k 为 一 光滑 曲线 ,并 通过 自身 任何 部 
分 只 有 一 次 . 在 1 的 曲率 k(t) 定义 为 


[9 
ds | 
为 了 能 容易 地 算出 曲率 ,我 们 先 应 用 链 规则 得 出 
dT(it) _ dT(i) .ds 
dt ds dz” 


又 由 于 s(1) = [CCD ) di, 微 积分 类 本 定理 给 出 了 


= IF) 1= v0). 
因此 我 们 得 到 曲率 的 另 一 个 (有 用 的 ) 形式 ; 


RN I. (22.6) 


例 22.12 证 明 直 线 的 曲率 为 0. 
通过 固定 点 (%o ,Yo ,zo) 的 最 一 般 直 线 的 空间 曲线 为 
f(t) = (xo + at)i + (yo + bt)j + (zo + ct)k, 
其 中 a,6,c 为 常数 . 因此 扩 (t) = ai + 妈 + ck, 所 以 在 点 i 的 单位 切 向 量 为 
1 
一 一- 一 (cf + bj + ck). 
eh 
由 于 7T'(t) = 0 故 其 曲率 为 0. 
例 22. 13 ”证 明 半径 为 R 的 圆 的 曲率 为 二 
在 xy -平面 中 圆心 在 原点 半径 为 R 的 圆 可 以 实现 为 空间 曲线 
f(t) = Reos(t)i + Rsin(t)). 
因此 (1) = - Rsin(1t)i + Reos(t)j 是 个 长 度 RR 的 切 向 量 . 在 点 i 的 单位 切 向 量 
由 


T(t) = 


T(1) = — sin(t)i + cos(#)j, 
因此 T'(1) = -cos(1)i- sin(1)j 也 具有 长 度 1. 于 是 方程 (22.6) 规定 了 其 曲率 
为 
i a 


1 
v(t) R 
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$ 22. 4 的 习题 


对 下 列 空间 曲线 求 T(1) ,N(1) ,k(t). 用 CAS 画 出 这 些 空间 曲线 以 及 从 它们 出 发 的 向 量 T(i) 
和 (50). 从 图 形 上 确认 这 些 向 量 是 垂直 的 . 

(Li) = sin(21)i + 5 + cos(21) 天 

(2)f(1) = ei + ej + V2tk. 

(3)f(1) = In(cos(t) )i + cos(t)] + sin(t)k. 

(4)f(t) = (: -与 + (: + Sk 


(5) 对 习题 (4) 的 空间 曲线 求 曲率 x(0)( 即 在 t = 0). 点 4 = 开本) = (其 ,十 , 虹 ) 和 


B =f(- 广 ) = (- 呈 ,十 , - 蔓 ) 靠 近 点 /0) = (0,0,0). 求 通过 4,B 点 且 半径 为 


a0 的 圆 的 方程 . 用 你 的 CAS 画 出 此 圆 和 此 空间 曲线 . 这 些 曲 率 在 ; = 0 的 附近 相 匹 配 


吗 ? 
(6) 用 你 的 CAS 证 明 空 间 曲线 f(1) 的 曲率 k(t) 由 公式 
C2 IfF(t) xf(t) | 
FCO)F 
给 出 . 


(7) 证 明 在 平面 曲线 y = /(x) 的 特殊 情形 ,曲率 x(1) 由 
和 
(1 + (P(x))) 
(8) 计算 y = e 在 一 般 点 (x,y) 的 曲率 . 对 x 的 哪些 值 曲率 为 极 大 ? 
(9) 设 f(t) > 0,g(1) 为 :的 可 微 实 函数 , 证 明 空间 曲线 


f(t) = [Dsin(s) dai + [At) eos(t) oy + /A(t) g(t) dk 
有 曲率 


__1 /lil+g(t)’ + (g(t))’ 
“() = 5 (1+8(0))’ 


22.5 ”速度 和 加 速度 


当 一 个 人 环绕 一 条 曲线 驾车 前 行 ,如 果 他 要 维持 常 速 , 则 他 必须 要 加 速 并 
同时 把 汽车 转向 到 垂直 于 此 曲线 的 切 向 量 的 方向 . 这 个 基本 的 观察 具有 一 个 现 
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在 要 阐述 的 数学 模型 . 设 f(t) = x(t)i+y(1)j +z(2D)k 为 一 光滑 的 空间 曲线 ,其 
图 形 为 一 运动 质点 画 出 . 设 T(t) 和 N(t) 分 别 为 此 质点 在 时 刻 上 的 单位 切 向 量 


和 单位 法 向 量 . 


正如 我 们 已 经 看 到 的 ,速度 向 量 简 单 地 表 为 
v(t) = f(t) = v(t)T(), 
其 中 wv(i) 是 瞬时 速度 . 加 速度 向 量 的 自然 定义 是 速度 向 量 的 导数 ， 
a(t) =9(t) = v(t T(t) + v(t) T(t). (22.7) 

从 直观 上 看 加 速度 应 当 部 分 依赖 于 曲率 . 

命题 22.14 设 a(t) =v'(t), 则 加 速度 向 量 可 表示 为 和 

a(t) = a(t) T(t) + k(t)v(t)°N(t) 

证 明 ”将 单位 法 向 量 的 定义 T'(1) = |T'(1) NO 与 方程 (22.6) 

|T'(t) | = k(t)v(t) 结合 起 来 ,我 们 得 到 了 等 式 
T(t) = k(t)v(t)N(E). 
从 而 (22.7) 成 为 
a(t) = v(t) T(t) + k(t)v(t) NL). 

用 a(t) 代替 vw (4)( 称 它 为 瞬时 加 速度 ) ,命题 得 证 . 

注 ”简明 陈述 命题 22. 14 的 通常 方式 是 说 ,a(t) 有 一 个 T(z) 方向 的 分 量 
a(1) (或 称 为 切 向 分 量 ) 和 在 (1) 方向 的 分 量 x(1)v(t) (或 法 向 分 量 ). 

例 22.15 一 辆 自行 车 绕 一 半径 RR 的 圆 转动 ,此 圆 由 空间 曲线 

f(t) = Rsin(t)i + Reos(t)j 

表示 ,计算 T(t) ,N(1) ,v(t) ,a(t) 和 加 速度 分 量 . 

首先 我 们 知道 

ys 0 = Roi = Raia(h)y, 


因而 
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v(t)= |v(t)|=R, 


a(t)= v(t) = 0. 
另外 ， 
T(t) = cos(t)i -~ sin(t)j, 
T’(1) = sin(t)i - cos(t)j 
以 及 


N(t) =- sin(t)i ~ cos{(t)i. 
回想 从 例 22. 13 中 有 «(1) = 去 ,我 们 有 了 
a(t) = a(t) T(t) + k(t)v(t) IN(t) = RN(L). 

因此 在 绕 圆 转动 时 没有 切 向 加 速度 , 唯一 的 加 速度 是 在 方向 N(t) , 它 指向 圆 
心 . 

作为 本 章 的 总 结 ,我 们 重新 叙述 各 种 已 导出 的 公式 , 这 张 表 可 作 参 考 之 用 ， 
同时 也 为 了 增进 对 此 材料 的 认识 . 

基本 公式 概览 

(0D = RD, 0) = jo (0)1, 


T’(#) 
[7’(2) | 


T(t) = 0 N(1) = 
a(4) = 时 ( 允 ，a(1) = 时， 


_ [7T'(2)| 
s(1) = fe) a, x(t) = ee 


a(t) = a(t) T(t) + k(t)v(t)°N(t). 


§ 22.5 的 习题 

在 习题 (1) ~(4) 中 用 你 的 CAS 画 出 空间 曲线 f(1). 计算 加 速度 向 量 的 切 和 法 分 量 . 
(COD) = 8i + (27 - 3) + (t - 20K. (2)f(t) = 3sin(t)i - 5 + 3cos(t)k. 
(3)f(2) = Vati + ej + ek. (M1) = 卫生 + 2 各 好 + 纺 . 


2 3 
(5) 假设 地 球 位 于 原点 (0,0,0) ,一 颗 通 信 卫 星 以 椭圆 轨道 绕 地 球 运行 . 它 的 路 径 是 空间 曲 
线 
Ji) = 3V2cos( Tt) + 2V2sin( mt)k. 
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现 设 若 一 颗 流 星 趋向 地 球 ,其 路 径 为 空间 曲线 
g(1) = (: -+ I -3 -2)i+ (+ 天 
作 地 球 的 和 卫星 与 流星 在 0 < t < 27 的 路 径 图 . 你 观察 到 了 什么 ?在 什么 时 刻 上 卫星 与 流 
星相 碰撞 ?在 碰撞 时 刻 ,计算 下 列 的 量 : 
(a) 流星 与 卫星 路 径 之 间 的 夹 角 . 
(b) 流星 的 曲率 . 
(c) 卫星 和 流星 的 速度 . 
(qd) 卫星 和 流星 的 加 速度 向 量 . 
(6) 再 次 假定 地 球 是 个 固定 在 原点 (0,0,0) 的 点 . 一 颗 属 于 某国 4 的 侦察 卫星 在 以 椭圆 轨道 
绕 地 球 运行 ,此 轨道 由 空间 曲线 


f(t) = Scos( oh + 3sin{ 他 ) 


给 出 . 卫星 绕 地 球 整整 一 圈 要 花 多 少时 间 ? 假 定 国 4 的 敌国 Z 想 发 射 导 弹 以 摧毁 此 卫星 
(导弹 以 常 速 从 : = 0 起 发 射 ). 当 它 击 中 卫星 时 将 启动 一 个 爆炸 装置 . 导弹 的 路 径 必 须 
是 直线 . 求 正好 在 3 小 时 后 导弹 直接 命中 的 直线 方程 (作为 空间 直线 ). 用 你 的 CAS 画 出 
卫星 和 导弹 的 空间 曲线 . 计算 (在 碰撞 时 刻 ) 下 列 的 量 . 
(a) 卫星 和 导弹 路 径 间 的 夹 角 
(b) 卫星 的 曲率 
(c) 卫星 和 导弹 的 速度 
(d) 卫星 和 导弹 的 加 速度 向 量 
(7) 设 一 质点 以 常 速 运动 . 证 明 加 速度 向 量 的 方向 必定 与 单位 法 向 量 N(i) 的 方向 相同 . 
(8) 证 明 加 速度 向 量 的 长 度 为 Vw (5 + k(t) vw(1)7 


第 二 十 二 章 的 附加 习题 


(1) 设 At) = (人 2) ,0<t<1. 在 你 的 CAS 上 描绘 由 f 给 出 的 曲线 和 在 (1/2,1/4,1/8) 的 
切线 ,再 求 |/ “(4) |. 最 后 假定 :通过 整个 R ,在 外 描 出 的 曲线 上 哪些 点 的 切 向 量 垂直 于 向 
最 (2,2,1) , 求 出 所 有 点 . 

(2) 证 明 , 如 果 可 微 向 量 函数 在 w < 1 < v 永 不 为 零 , 则 


(7 沁 = pa 


(b)f 为 常 值 当 且 仅 当 f -了 = 0. 
(c)f 具 有 不 变 方向 当日 仅 当 f x = 0. 

(3) 在 你 的 CAS 上 描绘 由 (x,y) = ( ,5) 表示 的 曲线 并 指出 这 个 参数 化 使 其 在 原点 没有 切 
向 量 , 求 男 一 个 参数 化 使 其 在 原点 有 切 向 量 . 
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(4) 证 明 如 果 g(t) 对 ts RR 在 R 中 取 值 ,并 且 如 果 对 a < 1<4b 有 g'(t) = 0, 则 在 此 区 间 上 
8(1) 为 常 值 向 量 . 提示 :对 每 个 坐标 函数 用 中 值 定理 . 

(5) 设 f(t) = (cos{1) ,sin(t) ,1). 在 你 的 CAS 上 描绘 此 曲线 的 图 形 并 描述 此 曲线 的 切 向 量 ， 
对 于 向 量 (cos(1) ,sin(1) ,0) ,你 能 对 它 的 方向 说 些 什 么 ? 
求 出 下 列 参 数 方程 给 出 的 曲线 的 长 度 . 


(6)f(1) = (2,3° 37),0 <t<3. 


(7) 天 日 = (6 20 1),~1 st<2. 
(8)f(1) = (cos(1) ,sin(1) ,t) ,0 te. 
(9)y = x ,0 <xr<5. 
(10)r = exp(21) ,0 = 1,z = exp(21);0 < 1t < In(2). 
(11) 用 弧 长 * 作 为 变量 求 圆 的 参数 方程 (回想 圆 的 方程 为 x = acos(1),y = asin(i) ,0 <1< 
27). 
(12) 用 弧 长 * 作为 变量 求 由 f(t) = (acos(1) ,asin(1) ,ct) ,t 宇 0 给 出 的 曲线 的 参数 方程 . 
(13) 求 用 弧 长 ;为 变量 的 由 f(1) = (sin( exp(21) ) ,cos( exp(21) ) ,Y3exp(21) ) ,t 宇 0 给 出 的 
曲线 的 参数 方程 . 
(14) 求 在 圆 r = 2cos(8) 外 部 而 在 心 形 线 + = 2 + 2cos(9) 内 部 的 那 块 区 域 的 面积 . 
(15) 求 被 曲线 3sin( 8) 和 3cos( 9) 围 成 的 面积 . 
(16) 证 明 f(t) = (x(2) ,y(t) ,z(t)) 所 刻画 的 曲线 的 曲率 由 
«01) = PCD x | 
| PC 
表示 . 
(17) 在 你 的 CAS 上 画 出 贺 形 螺旋 线 f(1) = (acos(1) ,asin(1) ,ct) ,a > 0, 并 用 前 一 问题 的 结 
果 求 它 的 曲率 . 


23.1 多 元 函数 


当 函 数 在 实际 中 出 现 的 时 候 ,它们 普遍 地 都 包含 了 许多 变量 . 例如 黄金 价 
格 依赖 于 种 种 因素 ,包括 要 买 和 要 卖 黄 金 的 人 数 ,正在 开采 的 黄金 总 量 , 不 可 预 
测 的 政治 事件 等 等 . 对 黄金 价格 的 准确 数学 模型 大 概 是 不 可 能 得 到 的 . 但 是 ,有 
许多 实例 表明 ,涉及 多 个 变量 的 数学 模型 已 经 发 展 起 来 并 成 功 地 运行 . 这 种 成 
就 的 实例 包括 商业 飞机 的 飞行 , 它 主要 由 计算 机 控制 . 计算 机 输出 飞行 路 线 ( 即 
一 条 空间 曲线 ) , 它 是 多 个 变 元 ,如 像 气压 ,风速 和 风向 ,地 球 自转 等 等 的 函数 . 
完全 清楚 ,研究 多 元 函数 并 发 展 多 维 的 微 积分 是 至 关 重 要 的 . 这 就 是 本 书 镜 余 


部 分 的 任务 . 

定义 ”一 个 n 元 实 函 数 , 记 为 (x,…,x,) 是 一 个 规则 , 它 对 每 个 n 联 组 实 
数 x 9 9 指定 一 个 唯一 的 实数 fx) 3 ,其 中 尺 ， 9 9 在 某 个 nn 联 组 的 区 
域 中 . 


注 ”在 第 一 章 中 引进 函数 概念 (连同 定义 域 与 值 域 的 概念 ) 时 ,其 表述 是 
足够 一 般 的 , 它 可 转 到 目前 的 讨论 中 . 因此 在 上 述 定 义 中 ,区 域 即 定义 域 指 的 是 
我 们 已 熟知 的 东西 . 

例 23. 1!( 矩形 的 面积 ) ”或 许 最 简单 的 二 元 函数 的 例子 ,是 由 矩形 的 长 L 和 
宽 下 决定 此 和 矩形 面积 的 函数 了 . 


L 


它 的 面积 4(L,W) 同时 是 民 和 有 的 函数 ,由 
A(L,W) =L:W 
给 出 . 注意 ,函数 4 定义 在 所 有 使 忆 , 稳 非 负 的 2 - 联 组 (L,W) 上 . 
例 23. 2( 加 法 平均 函数 ) ” 设 x,…,x, 为 任 一 n ~ 联 组 数 . 加 法 平均 函数 
M(x ，…,%,) 是 个 于 元 函数 ,定义 为 


M(x1 ,x ) = 二 (a + Ny 十 … +X ). 
例如 , 当 n = 3, 则 2,5 ,8 的 加 法 平均 为 
M(2,5,8) = 村 (2 +54+8) = 5 


例 23.3( 披 萨 饼 函 数 ) ”一 家 披萨 饼 店 供应 一 种 $5. 50 的 奶酪 西红柿 的 小 
披萨 有 四 种 不 同 的 饼 面 铺 料 可 提供 ,但 每 样 均 需 付 额外 费用 . 假设 每 份 青椒 需 
附加 40 分 ,洋葱 50 分 ,蘑菇 75 分 而 茄子 $1. 00. 假设 P,0,M 和 EE 分 别 为 一 顾 
客 点 的 附加 辅料 中 青椒 ,洋葱 , 茧 菇 和 茄子 的 份 数 . 于 是 此 披萨 的 价格 C(P,0,M， 
E) 是 四 个 变量 P,0,M,E 的 函数 ,并 由 下 式 给 出 : 

C(P,O0,M,E) = 5.50 + (0.4)P + (0.5)0 + (0.75)M +E. 

例 23.4( 距离 函数 ) ” 设 (x,y,z) 为 三 维 空间 中 一 点 . 于 是 从 (x,y,z) 到 原 

点 (0,0,0) 的 距离 由 公式 
D(x,y,2) = Vx +y +z 
给 出 , 此 距离 函数 是 个 三 个 变 元 *,y,z 的 函数 ,定义 在 任何 一 个 3 - 联 组 上 . 

注 ” 当 我 们 把 每 个 三 元 组 (x,y,z) 与 三 维 空间 中 一 个 点 等 同时 ,这 个 距离 
负数 便 可 看 作 空 间 中 点 的 函数 . 这 个 直接 的 联系 在 一 般 情形 也 成 立 , 从 而 任何 
三 元 函数 与 向 量 理论 联系 在 一 起 了 . n 元 函数 相似 地 也 可 看 作 nn 维 空间 中 点 的 
函数 . 注意 我 们 不 起 眼 的 披萨 饼 函 数 ( 例 23.3) 事实 上 是 四 维 空间 上 的 函数 ! 
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§23. 1 的 习题 


用 你 的 CAS 构造 下 列 的 多 元 实 函 数 . 决定 所 给 孙 数 的 定义 域 和 值 域 . 用 计算 卫 数 在 那个 点 的 
值 来 检验 一 个 变量 的 值 是 否 在 此 定义 域 中 . 如 果 此 点 不 在 此 区 域 中 就 会 出 现 一 个 错误 信息 


或 者 一 个 虚数 . 

(DA#,) =# +7 -2 (Dz) = + -3 
= 之 x 77 

Oa a (Ax,y) = 二 | 

(5)Kxsy,z) = Ve + + -ll. (Of(x,y,2) = 在 

(7)f(x,7,2) = ln(9 一 3 和 ~-y — 3z). (8)f(x,y,z,w) = 2 


23.2 图形 显示 


回忆 单 变 元 函数 /(x) 是 用 在 二 维 空间 中 画 点 (x,f(x*) ) 来 做 图 形 显示 的 . 
由 于 我 们 只 有 一 个 自由 度 (* - 变量 ) ,其 图 形 显 示 是 条 一 维 曲线 . 当 我 们 以 通常 
方式 标 出 二 维 空间 的 两 条 轴 , 即 *,y 时 ,我 们 可 将 此 函数 写 为 y = f(x) 的 形式 . 
在 图 形 显示 中 的 点 (x*,f(x)) 因此 便 是 (x,y). 

例 23.5 设 /(x) = x*. 于 是 (1,1),(2,4),(-3,9) 和 (5,25) 是 图 像 上 点 
的 例子 ,而 一 般 的 点 具有 (x,x ) ,x es 下 的 形式 . 


提问 我们 如 何 得 到 两 个 变 元 *,y 的 函数 /(x,y) 的 图 形 显示 ? 

回答 与 上 面 讨论 的 自然 类 比 是 在 三 维 空间 中 画 出 点 (x,y,f(x,y) ) 来 图 
形 显示 函数 儿 x,y). 按 习 惯 方式 标 出 三 维 空间 的 轴 *,y,z, 我 们 便 可 以 重 写 此 函 
数 为 形式 
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z = f(x,7). 

例 23.6 描述 函数 J(x,y) = 2x - 3y 的 图 形 显示 的 特征 . 

如 果 我 们 画 出 一 些 形 如 (x,y,2x - 37y) 
的 随意 选取 的 点 以 期 发 现 些 什 么 , 产生 的 ”063.-1,9)。 
图 形 会 令 人 十 分 困惑 (在 右 图 中 我 们 已 画 
出 了 点 (0,0,0) ，(0,1，- 3)，(1,0,2)， 
(1,1, -1),(3, ~1,9). 较 好 的 一 个 方法 是 
考查 方程 z = 2x -3y. 在 8$21. 2 中 我 们 指出 
这 实际 上 是 一 个 平面 的 方程 . x 

例 23.7 描述 函数 /(x,y) = Vx + 
的 图 形 显示 . 

这 个 函数 比 我 们 前 面 的 例子 更 复杂 . 


首先 观察 到 , 当 我 们 写 为 z = Vs + 时， 
由 于 平方 根 不 能 为 负 , 故 z >0. 得 到 二 元 函 
数 图 像 的 一 个 基本 方法 是 固定 z 的 一 个 值 ， 
壁 如 z = 1, 然 后 画 出 我 们 图 中 的 点 (x,y， 
1). 现在 在 假定 Vx + y = 1 的 条 件 下 ,点 
(x,y,1) 位 于 我 们 的 图 上 ,而 它 是 (我 们 熟 
悉 的 ) 一 个 圆 的 方程 . 更 一 般 地 ,对 任意 固定 的 z = za > 0, 满 足 Vx + 从 = 及 的 
点 (xz,y,z) 必 在 平面 : = 2 中 的 一 个 半径 为 za 的 圆 上 . 让 这 些 圆 的 集合 一 齐 显 
现 出 来 , 便 看 出 f(x,y) = Vx + Y 不 过 是 顶点 在 (0,0,0) 的 圆锥 . 

例 23.8 描述 /(x,y) = 100 -3x -~ 2y 的 图 形 显示 . 

设 z = 100 -3x -2 六 ,可 以 清楚 看 
出 ,由 于 3x? +2y’ 总 是 正 的 ,最 高 的 z 值 
(从 而 是 图 形 在 z 轴 上 能 达到 的 最 高 
点 ) 为 z = 100. 对 每 个 固定 的 z = z, 考 
虑 那些 既 在 我 们 图 形 上 又 在 z = z 平 
面 上 加 点 (x,y,zo). 汇集 这 些 曲 线 我 们 
便 得 到 -个 曲面 的 图 形 显示 ,其 形状 是 一 座 山 的 表面 . 

注 ”在 这 个 例题 中 , 称 曲线 100 - 3x” - 2y = z 为 等 高 线 . 它 出 现 于 水 平 
高 度 20 ,并 位 于 平面 z 二 20 中 . 这 引出 了 下 面 的 一 般 定义 . 
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定义 ” 设 z = f(x,y) 为 一 个 二 元 函数 . 对 每 个 固定 数 z = z， 方程 
f(x,y) = zo 是 平面 z = 2 加 中 的 一 条 曲线 . 称 此 曲线 为 /在 平面 z = 中 的 等 高 线 . 

当 我 们 考查 任意 二 元 函数 z = f(x,y) 时 ,其 图 形 是 个 在 三 维 空间 中 扭曲 翻 
转 的 二 维 曲面 . 下 面 画 出 了 一 些 例 子 . 


z= tan (xy) 


如 果 所 有 的 等 高 线 /(x,y) = za 都 被 投射 到 ( 画 到 )xy -平面 上 , 则 得 到 这 个 曲面 
的 等 高 线 图 . 


当 考 虑 多 于 两 个 变量 的 函数 时 ,不 可 能 在 三 维 空间 中 得 到 图 形 显示 . 但 是 ， 
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我 们 可 以 抽象 地 考虑 4 条 相互 垂直 的 单位 向 量 ij,k 和 ,它们 构成 了 四 维 空间 . 
四 维 空间 中 的 一 点 是 一 个 实数 的 4 - 联 组 (x*,y,z,w) ,而 向 量具 有 ai + 好 + cr + 
di 的 形式 . 尽管 我 们 不 能 使 四 维 空间 形象 化 ,但 骗 骗 你 的 眼睛 却 是 办 得 到 的 . 恰 
似 一 个 三 维 图 像 可 以 画 在 一 张 纸 ( 它 是 二 维 的 ) 上 ,并 且 还 显现 出 长 . 宽 、 高 (用 
透视 法 ) 一 样 ,一 个 四 维 图 像 也 可 以 以 全 息 近 似 地 表现 在 三 维 空间 中 . 
函数 
w = f(x,y,z) 
的 图 形 显 示 , 按 定义 是 四 维 空间 中 所 有 具有 形式 (x,y,z,w) ,其 中 w = f(x,y,z) 的 
所 有 点 的 集合 . 如 果 我 们 固定 zw = wo ,可 以 观察 等 高 面 f(x,y,z) = wo, 它 与 三 维 
空间 中 对 曲面 所 考虑 的 等 高 线 是 类 比 的 . 
例 23.9( 四 维 球面 ) ”考虑 三 元 函数 

w= Vx +y + 2 
在 w = wo 的 等 高 曲面 为 球面 

wo = Vi + + 
这 是 四 维 球面 在 水 平 ww 的 三 维 空间 中 的 反映 . 


$ 23.2 的 习题 


用 你 的 CAS 画 出 下 列 曲面 确定 曲面 有 奇 点 的 地 方 ( 即 它 射 向 + w ). 为 了 看 出 此 曲面 的 一 个 
特定 部 分 ,你 不 得 不 选择 一 个 合适 的 作 图 范围 . 


1 
(1)z = 5x -37y. (2)z = 好 +y. (3)z 3 + 2y7 
(4)z = cos(%) : cos(7). (5)z = 2 (6) = SY 
中 


对 下 列 曲面 作 一 个 等 高 线 图 , 用 你 的 CAS 指 出 每 种 情形 中 的 几 条 等 高 线 . 使 用 你 的 CAS 曲面 
作 图 功能 画 出 等 高 线 图 . 
(7)z = 5x* + 372. (8)z = 5x* ~ 37， (9)z = 1 —xy. 


(10)z = 2y - cos(x). (11)zs = (x -2)* -(y-4)’. (12)z = 二 + 


23.3 ” 偏 导 数 和 梯度 


设 拟 x,y) 是 对 所 有 实数 对 *,y 都 有 定义 的 实 函数 . 
问题 “如何 定义 这 样 一 种 函数 的 导数 ? 
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对 此 问题 的 一 个 自然 的 处 理 办 法 是 试图 定义 导数 为 一 个 二 重 极限 : 即 
f'(x,y) = li li 


可 惜 这 行 不 通 . 这 个 办 法 的 难点 甚至 在 计算 简单 的 函数 的 二 重 极限 时 都 能 看 到 . 
例如 , 当 扰 x,y) = xy( 这 是 一 个 我 们 预料 能 够 微分 的 函数 ) 时 ,这 个 二 重 极限 为 
lim lim /2+ hy + hk) ~ f(x,y) +h,y +k) ~flx, 


0 天 才 hk 


limlim +A +h) -xy 
Ah 一 0 大 一 0 


hk 
= lim lim hy + kx + hk 
hs0 ke0 hk 
显然 此 极限 不 存在 . 尽管 有 此 困难 ,我 们 还 是 可 以 定义 f(x,y) 关于 每 个 变量 x 


和 y 的 偏 导 数 如 下 : 
定义 ”固定 变量 y. 定义 f(x,y) 关于 x 的 偏 导数 为 


limAt% +h,y) -f(x,7) 
0 h 
但 候 定 此 极限 存在 . 记 此 偏 导数 为 于 { 也 记 为 夫 (x,y) 
定义 。 固定 变量 x 定义 /Kx,y) 关于 y 的 偏 导数 为 jy 人 和 + 和 = 人 xy) ,但 
假定 此 极限 存在 . 记 此 篇 导 数 为 3 也 记 为 虽 (x,) 上 


例 23. 10 计算 六 (zy ) 


在 此 例题 中 f(x,y) = xy, 我 们 有 
Oe ln Ct 
Ox hr0 h 


ee (x +h)? — x 
Ya h 


= y* 2x. 
无 需求 助 于 极限 就 容易 算出 偏 导数 . 要 计算 


xy) 
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只 要 将 变量 y 当 作 常数 ,然后 作 关 于 x 的 微分 即 可 . 
例 23. 11 计算 让 (* +2x3y + wy -7y). 
将 y 当 作 常数 处 理 时 ,我 们 有 
( x + Ix + xy ) = 4x3 + 6xy + 2xy. 
例 23. 12 计算 37(27 + cos(xy’) +3x -4)， 
我 们 有 
pa + cos(xy) +3x—4) = 2x3y - 2xysin(xy2). 
警示 偏 导 数 的 表现 的 确 不 同 于 单 变量 函数 的 导数 . 例如 ， 
3 -4) = 0， 
尽管 3x -4 并 非常 数 函 数 . 事实 上 ,如果 .Ax,y) 是 任何 一 个 仅仅 涉及 x 的 函数 
(例如 f(x,y) = x* +3x:+1), 则 
(9) a lim (x 二 (x,y) -0 
这 是 因为 对 所 有 的 x* 有 f(x,y +h) = f(x,y). 
已 知 一 个 nn 元 实 函 数 f x ,x,，,… ,x,) ,我 们 可 以 定义 第 j 个 偏 导数 为 
Ba ,Xs Nn ) 
f(x 3 区 2 ”9 和 | 十 h,.* ,x,) -f(x 0 
内 
例 23. 13 “计算 
(3 + 2xy” + Xz). 
将 x,y 看 作 常 数 ,我 们 有 
(ys +3xy” + x2) = 9x2y4z2 十 %. 
二 阶 偏 导数 。 当 关 于 x 或 y 取 函数 (x,y) 的 偏 导数 时 ,我 们 得 到 了 另 一 个 
二 元 函数 . 于 是 我 们 可 以 对 这 些 新 函数 取 偏 导数 , 这 个 步骤 将 产生 四 个 二 阶 偏 
导数 : 
of of of of 


Ox’ "9072 ’ 0x0y’ OyOx 
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例 23.14 设 /(x,y) = x +xy + 入 .计算 所 有 四 个 偏 导数 . 一 阶 偏 导数 为 


于 :三 2x 十 3227 ,对 2x2y + 3y, 


oz 一 ay 
因此 ， 
=2 + 60 ,2 a 
以 及 
Of Lo Of _ pn2 
en 
注 ”在 前 面 例题 中 我 们 看 到 的 现象 
of _ of 
Ox0Y 四 OYOX 
不 是 偶然 的 . 仔细 查验 二 阶 偏 导数 的 极限 定义 ,我 们 可 以 在 -一般 情形 下 验证 此 
等 式 . | 


梯度 向 量 ” 设 /(x,y) 为 一 个 二 元 函数 , 它 定义 于 区 域 c 生 xz < b,c <y<<d,， 
其 中 a。< b,c < 4 为 固定 的 数 .假定 在 此 区 域 偏 导 数 间 和 六 存在 


定义 /的 梯度 是 记 为 Vf 的 向 量 
of. oof. 
Vf(x,y) = a + wy 
相似 地 ,给 出 三 元 沙 数 A(x,y,z) ,我 们 定义 : 
定义 ”j 的 梯度 是 记 为 Vf 的 向 量 
De a + a + ox. 
例 23.15 设 f(x,y) = wy ,g(x,y,z) = cos(xy 2) +y .计算 Yf 和 Yeg. 
按 定义 我 们 有 
Vf = 3xz272 + 2x°7), 
以 及 
Vg = -yz sin(xyz )i— (2xyz sin(xyzzs ) +472)7 一 3xy zsin(xy2z3 )k. 
刚刚 定义 的 梯度 向 量 ,在 我 们 试图 单独 处 理 二 元 函数 导数 概念 的 本 章 其 余部 分 
中 将 起 着 主要 作用 . 


§ 23. 3 的 习题 

对 下 列 函 数 /计算 偏 导数 站 ,六 , 六 .用 你 的 CAS 确认 你 的 答案 

(1)xy +7. (2)x472 + 3x5. (3)ln(xyz). 
(4)cos(2y’z) -2 (5)e + 372z4， (6)tan(xyz). 
(FIR (8)xy + zx + 吧 ， (9)cosh(x — 5x + 2). 
对 下 列 函 数 / 计 算 YA 和 YX1,2,3). 用 你 的 CAS 确认 你 的 答案 . 

(10)xy. (11) x yz’. (12)cos(xz ) + y. 
(13)e. (14)tan(y zs ) + 她. (15)In(x? + 7). 
对 下 列 函数 / 求 它 的 全 部 三 个 偏 导数 . 用 你 的 CAS 确认 你 的 答案 . 

(16)2y. (17)x°y. (18) Vx + 
(19)ln(x + y). (20) x’. (21)cos(x? + y). 


23.4 全 导数 


在 前 一 节 中 定义 的 函数 所 x,y) 的 偏 导数 是 由 保持 两 个 变量 中 一 个 不 变 而 
得 到 的 , 它 等 于 是 看 作 一 个 单 变量 函数 , 微分 理论 能 否 真 正 推广 到 二 维 的 问题 ， 
直到 美国 数学 家 威廉 H ' 杨 在 1909 年 引进 全 导数 的 概念 之 前 都 没有 答案 . 

在 $23. 3 中 我 们 力图 定义 x,y) 的 导数 为 一 个 二 重 极限 ,但 并 不 成 功 . 正 
如 最 终 表 明 的 那样 ,甚至 连 最 规矩 的 函数 ( 当 用 二 重 极限 计算 时 ) 也 是 不 可 微 
分 的 ,这 使 我 们 认识 到 所 建议 的 定义 是 不 好 的 . 然而 直观 上 看 ,二 重 极限 在 这 方 
面 似乎 确定 是 合适 的 ,于 是 一 点 聪明 的 修改 将 使 它 行 得 通 . 

为 了 以 一 种 合适 的 视角 去 看 待 二 维 时 的 微分 ,我 们 必须 首先 回头 看 一 下 一 
维 的 情形 . 设 . 妃 x) 为 单 变 函 数 .f 的 导数 被 定义 为 

lo h) oA) 全 二 (x) 


注意 ,此 极限 的 存在 性 等 价 于 下 面 的 陈述 , 即 当 h 非常 小 时 ， 
fx+h) ~ f(x) + hf '(x). (23. 1) 
由 定义 ,(23. 1) 的 近似 符号 表明 
xz +h) = f(x) + hf '(x) + el(h), 
其 中 e(h) 是 个 函数 ,使 得 
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lim Ch = 0. 
hj-0 大 
例如 ,考虑 f(x) = x. 于 是 f(x +h) = x? +2xh + 庆 .F(xz) = 2x, 以 及 
(x +h)’ ~ x +h .2x. 
这 个 近似 式 可 以 用 精确 的 等 式 代替 : 
(x +h)* = x +h.2x+e(h), 

其 中 e(h) = 如 . 引 人 注 意 之 处 在 于 ,这 个 初级 的 例子 里 藏 着 开启 正确 阐明 全 导 
数 概 念 的 钥匙. 

定义 ” 设 f(x,y) 为 定义 于 区 域 a 生 yx 和 bc 和 ysd 上 的 实 函 数 . 我 们 说 


/在 (za) 可 租 分 是 指 如 果 味 (mo) 和 凡 (x。,yo) 都 存在 ,并 且 存在 一 个 函数 
Ee( 有 ,kk) 使 得 


fo + hsyo +h) = f(x0,70) + Uso,y0)h 


+ (xo)h + elh,h), (23.2) 
其 中 


注 注意 出 现在 定义 中 的 偏 导数 共和 3 这 是 预期 中 让 我 们 固定 其 中 一 


个 变量 所 取 的 偏 导数 . 
如 果 设 有 = (h,k) 和 及 = (h,k) = 天 + 好 , 则 我 们 重 写 (23. 2) 为 一 个 紧凑 
的 形式 
flx +h,y +k) -f(x,y) = VA: H+ elH). 
定义 ” 设 / 为 实 可 微 台数 . 记 为 (x,y) 的 全 导数 是 一 个 偏 导数 的 向 量 
f(x,y) = i 十 
注 ”这 个 全 导数 的 定义 从 自然 的 发 展 眼光 来 看 是 最 好 的 . 对 一 元 函数 
f(x) ,我 们 有 
f(x +h) -f(x) ~ f (x) 大 
对 二 元 函数 A 人 x,y) ,类 比 的 近似 是 
fx +th,y +k) ~ f(x,y) f(x,y) * (h,k). 
三 元 函数 也 可 以 依 类 似 的 方式 处 理 . 给 出 一 个 三 元 函数 f(x,y,z) ,定义 全 导数 
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-就 是 梯度 向 量 ， 
f(x,y,2) = Vf = ee 


而 类 比 的 近似 为 
f(x +h,y +k,z+l) -f(x,y,2) =f (X,Y,2) * (h,k,l). 
例 23.16 计算 f(x,y,z) = yz + 2x 的 全 导数 
这 时 我 们 有 
f(x,y,2) = Vf = (2xyz + DF + 3x ya + x yk. 

警示 。 全 导数 是 个 向 量 而 非 纯 量 . 

方向 导数 。 定义 方向 导数 的 动机 在 于 这 样 的 事实 :因为 全 导数 是 个 向 量 ， 
所 以 它 应 该 能 够 度量 我 们 的 函数 在 任意 (单位 ) 向 量 的 方向 上 的 变化 率 . 正 是 
全 导数 在 此 单位 向 量 上 的 投影 捕 提 住 了 这 个 直观 想法 . 

定义 ” 设 f 为 可 微 的 实 函 数 ,u 为 一 单位 向 量 .f 在 UW 方向 上 的 方向 导数 被 记 


作 劲 , 它 被 定义 为 
ou 


站 = Vf*u. 


例 23.17 设 f(x,y,z) = wz 求 凡 ,其 中 u = 下/ 的 全 导数 为 


fx,y,2) = Vf = 2xy zi 二 3x2y2z41 + 4x ey zk, 


因而 所 想 要 的 方向 导数 为 . 
TO pe 
i Vf'u= Vf 请 


= 3z4 + 3x2y2z4 + 4x2y3z3 ). 
J 了 


v3 
还 有 另 一 个 可 行 的 方向 导数 的 形式 , 这 是 在 应 用 中 产生 的 (因此 常常 出 
现 ) ,为 完整 性 我 们 提 一 下 它 . 设 w = (ui ,za ,za ) 为 一 单位 向 量 . 可 以 证 明 


of es 1 不 + hu, ?了 + hu, ,z + hu) -f(x,y,2) 
OU hw0 h 


§ 23. 4 的 习题 


计算 下 列 函 数 / 了 的 全 导数 及 在 所 给 方向 & 的 方向 导数 . 
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(1)Kxy) = x +3 ,u = 3 家 3 


(2)f(%,7) = x +37, = 了 -+ 


(fx1y) = xzyz + 2sin(xy) ,uy = es 


(4)f(x,y,z) 三 好 + 入 -Xu = (地 
en -enn <( 拖 二 公 


(6)Kx,y) = 和 ,= 


(7) 计算 /xsy,z) = 27 + = Nl -1,2). 


(8) 计算 f(x,y,z) = zz = 天 的 对 ( - 1,2,1)， 


23.5 ” 链 规则 
我 们 过 到 过 的 关于 微分 的 最 杰出 的 成 果 之 一 是 链 规则 ( 见 $7. 4). 链 规则 
规定 了 两 个 实 函数 Kx) 和 g(x) 复合 后 的 导数 由 规则 
Efl(el#)) = "(g(x)) + 8'(x) 


给 出 . 当 我 们 转移 到 两 个 变量 的 函数 /x,y) ,u(x,y) ,v(x,y) 时 ,情况 变 得 比较 
复杂 . 产生 了 两 个 问题 :(1) 我 们 如 何 计算 


Df u(y) ,v(x,y)) us) ,v(x,y) ) ， 


(2) 给 出 两 个 单 变 元 上 的 函数 g(t) ,h(t) ,我 们 如 何 计算 f(g(i) ,h(t) ) 的 导数 . 
为 了 获得 这 些 问题 (以 及 我 们 如 何 回 答 ) 的 一 些 直 觉 感 ,让 我 们 看 一 些 例 
= 


例 23.18 设 f(x,y) = xy ,g(t) = ,h(t) = 计算 f(g(t) ,h(t)). 
这 时 的 复合 为 
f(g(1) ,h(t)) = gh = (CD (2)3 = 
因此 /g(t) ,h(t)) = 7 
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现在 叙述 对 形 如 f(g(t) ,h(t) ) 函数 的 链 规则 , 它 让 我 们 不 慌 不 忙 地 进行 例 
23. 18 的 计算 . 

命题 23.19 设 f(x,y) 为 实 的 二 元 可 微 函 数 , 两 个 变量 为 x*,y;g(1) ,h(i) 
是 另 一 变量 上 的 可 微 函 数 . 假设 f(g(1) ,h(i)) 本 身 可 微 , 则 我 们 有 


引申 | 引 抽 
f(g(n), h(t)) = Ey 本 让 十， (23. 3) 


例 23. 20 用 命题 23. 19 重新 计算 例 23. 18 中 的 导数 . 
由 于 f(g,h) = g 及 , 偏 导数 分 别 为 
Y. Ce = 392h?. 


下 
另外 ,由 于 g(t) = = ,h(t) = 忆 ,dh = 24, 将 这 些 导数 代 人 链 规则 ,得 
到 了 
¥ 
KE(D)， h(t)) = 2gh’ ， 31 + 3222 .2 


= 2 此 .的 30 和 


= 715， 
考虑 过 了 形 如 f(g(1t) ,h(i) ) 的 函数 ,我 们 现在 叙述 一 个 对 二 元 函数 更 一 般 
的 链 规则 . 
命题 23.21 设 /(x,y) 为 可 微 的 二 元 实 函 数 ;u(s,t) 和 v(s,t) 为 另外 两 个 
变 元 s,t 的 可 微 实 函 数 . 假定 f(u(s,t) ;v(s,!) ) 可 微 ,我 们 则 有 


-fu + 
(es Dm 


-~ Huu, fh 
fuls,t) so(s,6)) 和 染 a 


例 23. 22 设 f(x,Y) = zy (St = 8 +t: ,v0(s,t) 三 纸 计算 加 f(u,o). 


命题 23. 21 允许 我 们 容易 地 计算 出 这 个 偏 导数 如 下 ，; 


二 
EA 


=2u 25 + 3 .1 
=2(s* + 2) (st)? ,2s + 3(8 +t) (se) tt. 
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当 考 虑 三 个 或 更 多 变 元 的 函数 复合 时 有 更 多 种 的 可 能 情形 . 与 其 考虑 三 元 
函数 (或 任何 其 他 特定 的 变量 数 ) ,我 们 不 如 叙述 那个 最 一 般 的 结果 . 
命题 23. 23 ( 一 般 链 规则 ) ” 设 /(xi，,…,%x,) 为 于 个 变量 xi ,x;，,…,%, 的 可 微 
实 函 数 ,并 设 册 (sty) 放任) 人) 为 下 个 变量 上 
如 的 实 函数 . 假定 A( 4 ，,…,w,) 可 微 ,我 们 则 有 
ar du af du af Ou 
ee te 
其 中 i = 1,2,…,m. 
例 23.24 计算 flwu,v,w) 的 偏 导 数 , 其 中 尺 = u(s,t),v = v(s,i)， 
w = w(s,t). 
一 般 链 规则 产生 了 下 面 的 公式 : 
of fu fw fo 
0s dug9s ggos Ow 9s’ 


af _ fou, Hf , af ow 
ot oudt Ovot ow ot 


例 23.25 设 f(x,y,2) =xy +2 Us) = 8 +2 ,2(s,t) = ,0(8,t) = 97. 
计算 
Ff(u0,w0). 


因为 f(u,v,w) = wv + wi, 


对 = vy, = itl = 3w’, 
Ou 0v Ow 


应 用 链 规则 ,我们 得 到 想 要 的 导数 : 


of afou, Af dw, of ou 
ot Bu ot 9vot dw ot 


=v 2 + Qu 3 + 3w .832 
=2t +6(9 +t)t + 3sst. 


$ 23. 5 的 习题 
利用 一 般 链 规则 计算 3 或 者 距 ,其 中 六 5 由 下 面 给 出 . 用 你 的 CAS 来 复合 所 要 的 函数 并 直接 


微分 它们 以 确认 你 的 答案 . 
(1)f(x,7) = 2x2 - 37 ,x = 1 ,y = 8. 
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(2)f(x,y) = (x ~Y)" ,x = cos(t),y = 3. 

(3)f(x,7,2) = In(x + +2) ,x =3P27 = 1 ,2 = 

(4)f(x,y,z) = 人 = jn(t) YY = ,2 = 2 

(SYflxs9s210) = cos(z +y +240) ,4 = 87 = = ln(t) w=. 
(6)g(x,y) = 2 + yx = + ,y= 8 -8t. 

(7)g(xzy) 三 (x + 7 ) ,x = st,y = 

(8)g(x,7,2) = (x +Y ti t= sty = st = 
(9)g(%,y,2) = cos(xyz) ,X=s+t+u,y = su ,z = 


(10)g(x,y,2,w) = ln(x + +2+wW),% = Stu,y = i = 43， 


23.6 切 平 面 


在 我 们 定义 一 元 函数 的 导数 时 , 曾 非常 仔细 地 考虑 过 此 曲线 在 一 点 尸 的 切 
线 . 我 们 以 发 展 出 对 二 元 可 微 函 数 的 类 比 理论 来 结束 本 章 . 由 于 函数 z = /Kx,y) 
的 图 像 是 三 维 空间 中 的 一 个 二 维 曲面 ,在 曲面 上 的 每 点 P 则 有 一 个 切 平面 . 

问题 ”已 知 可 微 函 数 z = f(x,y) 和 曲 
面 上 点 P= (xo A ,20 ) ,我 们 如 何 确定 在 Pp 
的 切 平面 方程 ? 

正如 在 $21. 2 中 指出 的 ,倘若 我 们 能 
够 找到 一 个 在 点 尸 垂直 于 此 曲面 的 向 量 严 ， 
我 们 就 能 算出 在 已 点 的 切 平面 方程 . 一 旦 
向 量 n 有 了 , 切 平面 方程 直接 就 是 

(zx -xy 一 yz 一 2) "n=0, 
这 是 因为 只 要 (x,y,z) 在 此 平面 上 , 向 量 
(< -ay - yo,2 -20) 总 是 垂直 于 n. 

求法 向 量 的 方法 ”再 次 从 定义 我 们 曲面 的 可 微 函 数 z = f(x,y) 开始 ,考虑 
三 元 函数 


在 P 的 切 平面 


F(x,y,z) = f(x,y) -z=0. 
于 是 下 是 x,y,z 的 函数 ,而 下 的 全 导数 是 
-ao -有 ai 
vyF = De Tp a k. 
断言 向 量 YE(Cxo,yo,zo) 是 曲面 z = f(x,y) 在 点 (xo,yo,zo) 的 法 向 量 . 
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在 (xo, yo, z0) 
的 场 平 面 


证 明 设 g(t) = x(2)i+y(t)j+z(t)k 为 位 于 曲面 F(x,y,z) = 0 上 的 任 
一 条 空间 曲线 ,并 通过 点 (xo ,yo ,zo ). 由 于 通过 了 此 点 ,故而 存在 加 使 8(b) = 
(zo ,Yo ,20). 现在 知道 对 所 有 :有 下 (x(1) ,y(1) ,z(t)) = 0, 另 外 , 链 规 则 告诉 我 
们 

F(z(0) ,0) 20)) = Fe (wDE+ YD +# (OK) 
= VF.g'(t) =0. 

特别 ,在 : = 志 有 VF.g'(t) =0. 由 于 g'(t,) 是 此 曲线 在 (x。 ,yo ,zo) 的 切 向 量 ， 
故而 我 们 证 明了 V F(xo ,Yo ,zo) 垂直 于 此 切 向 量 . 回想 g(1) 是 曲面 上 任何 一 条 
通过 (wo,%,zo) 的 空间 曲线 , 我 们 明白 了 yYF(xo, 和 ,za) 垂直 于 曲面 上 过 
(xo,yo,z) 的 每 条 空间 曲线 在 此 点 的 切 向 量 , 因而 YF(%6,yo ,so) 必定 在 
(xo 50 ;20 ) 垂直 于 曲面 . 

例 23.26 求 曲面 z = x* + 入 在 点 (1,2,5) 的 切 平面 方程 . 


在 (1, 2， 5) 
所 的 切 平面 


定义 F(x,y,z) = x* +y ~-z, 我 人 有 VF = 2xi+2y -大 ,而 向 量 
VF(1,2,5) =2i+4-k 
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为 在 (1,2,5) 的 法 线 . 切 平面 的 方程 便 由 点 积 
(x-1,y-2,z2~5).(2,4,-1)=0 
得 到 ,或 者 等 价 地 ， 
2x +4y -2z = 5. 

刚才 讲述 的 用 梯度 向 量 求 曲 面 切 平面 的 方法 实际 上 在 任意 维 数 时 均 有 效 . 
为 了 解释 这 点 , 回 到 二 维 的 一 条 曲线 和 它 的 切线 的 简单 例子 . 

例 23.27 求 曲 线 y = x 在 点 x = 2 的 切线 . 

设 F%,y) = x -7 = 0 为 此 曲线 方程 . 

VF(x,y) = 2xi -J, 

此 向 量 垂直 于 曲线 . 现在 VF(2,4) = 4 -六 而 且 如 果 (x,y) 为 此 切线 上 的 一 般 
点 , 则 


(x-2,y-4).(4,-1)=0 


因此 这 条 切线 的 方程 是 

4x -7 = 4. 
8$ 23.6 的 习题 
在 下 列 习题 中 求 所 给 曲面 在 所 给 点 的 切 平面 方程 . 
(1)z = 3x +2y,(1,2,11). (2)z = 3x: -27 ,(1,2, = 5 
(3)z = cos(zy) , (1, 广 ,0}. (4)z = #2y,( -2,3,12). 
(5)z = x’,(2,3,8). (6)z = e™7,(10,10,e-™). 
(7)z = (i (8)z = Vi-27,(12,4,2). 


(9) 用 你 的 CAS 作曲 线 y = e” 的 图 . 用 梯度 作 此 曲线 在 x* = 1 的 法 线 . 用 你 的 CAS 画 出 这 
个 梯度 向 量 (在 (1,e"') ). 求 在 x = 1 的 切线 方程 . 
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(10) 使 用 梯度 法 求 曲 线 y = xln(x) 在 点 x = e 的 切线 方程 . 
第 二 十 三 章 的 附加 习题 


(1) 在 你 的 CAS 上 描绘 函数 Kx,y) = V1 -x -好 的 图 像 , 
(2) 在 你 的 CAS 上 描绘 函数 Kx,y) = - V1 -x -的 图 像 . 
(3) 对 习题 (1) ,(2) ,用 你 的 CAS 画 出 曲面 的 等 高 线 . 
(4) 用 你 的 CAS, 描 画 出 二 维 曲面 f(x,y) = exp(x + y). 求 通过 下 列 点 的 等 高 线 ， 
(a)(ln(3) ,ln(3)),(b)(0,0),(c)(ln(2) ,0). 
2 2 
(5) 在 你 的 CAS 上 绘制 函数 (x,y) = 7 二 的 图 像 求 /的 定义 域 ./ 是 否 处 处 连续 ?是 否 可 
微 ? 
有 
(6) 设 对 (x,y) # (0,0) f(x,y) = B00) = 0. 求 Kx,y) 在 沿 着 下 面 各 条 曲线 
(x,y) 一 (0,0) 时 的 极限 :(a)x 轴 ,(b)y 轴 ,(e) 抛物 线 y = x?,(d) 直线 y = x. 你 对 f 在 
(0,0) 的 连续 性 有 何 结论 ? 
(7) 求 所 给 曲面 在 所 给 点 上 的 切 平面 方程 . 用 你 的 CAS 作 此 曲面 和 这 些 切 平面 的 图 形 . 
(a)z =x +3y ~-x+3y -2,(1,3,34). 
(bz = ei (1,0,e). 
(c)z = XI - yx -2xy,(1, -1,4). 
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24.1 最 速 下 降 法 


研究 最 速 下 降 法 的 物理 动机 在 于 下 面 类 型 的 观察 . 在 一 场 大 十 之 后 , 蚁 猎 
向 山下 流 消 的 雨水 (已 形成 溪流 ) 会 自然 地 选择 最 陡峭 的 路 径 下 降 . 另 一 个 例 
子 是 涉及 滑雪 路 线 的 这 个 性 质 . 滑雪 路 线 因 难 度 而 各 不 相同 ,但 最 具 挑 战 性 的 
是 具有 最 速 ( 最 陡峭 ) 下 降 的 . 

问题 ”已 知 曲面 z = f(x,y) 和 曲面 上 的 点 (xo. yo,z) ,我 们 如 何 找到 曲面 
上 下 方 的 点 (xi ?1 ,21) 的 最 速 下 降 路 径 ?( 这 里 的 下 方 指 的 是 Z| < 20. ) 


(xo, yo: z0) 


最 速 下 降 路 径 


这 并 不 是 一 个 全 新 的 问题 . 我 们 在 第 九 章 中 遇 到 过 相 类 比 的 问题 ,在 那里 
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曲线 y = f(x) 在 一 点 (%o ,yo) 的 陡峭 程度 是 由 曲线 的 斜率 即 导 数 广 (xo ) 来 度量 
的 ,f "(xo) 越 大 ,曲线 在 这 一 点 就 越 陡峭 . 


(xo, yo, z0) 


以 方向 x 沿 曲面 向 下 的 路 径 


要 开始 我 们 对 两 个 度量 情形 的 分 析 , 想像 我 们 正在 曲面 上 的 点 (xo,yo,zo) 
上 . 为 了 沿 曲面 向 下 运动 我 们 必须 选择 一 个 方向 ,用 数学 术语 说 就 是 在 平面 
z = zo 上 选择 一 个 单位 向 量 w = (zu ,w,) ,并 以 为 导向 (可 以 用 一 只 罗盘 ) 沿 曲 
面向 下 行进 . 

为 了 描述 我 们 已 选取 了 的 路 径 ( 及 其 斜率 ) , 设 P 为 满足 下 面条 件 的 平面 : 

(1) 包含 了 平行 于 w 且 通 过 (xo,yo,z) 的 直线 ， 

(2) 垂直 于 平面 z = za 

于 是 此 曲面 与 平面 P 的 交 线 恰恰 是 我 们 以 方向 w 沿 曲面 向 下 所 采取 的 路 


(Xo, y0, 20) 


问题 ”此 路 径 在 点 (xo,yo,a) 的 斜率 ( 即 在 (zx ,7 ,za) 的 切线 斜率 ) 是 什 
么 ? 

一 般 来 说 ,在 已 知 平面 中 一 条 直线 的 斜率 是 其 竖 直 距离 与 水 平 距离 之 比 
(在 $3.1 的 笛 卡 儿 平面 上 我 们 已 见 到 过 ). 注意 到 ,斜率 越 大 则 此 直线 的 倾斜 
越 陡峭 . 


我 们 的 路 径 在 点 (% ,Yo ,zo) 的 切线 简单 地 是 曲面 在 (xo,yo,z) 的 切 平面 与 平面 
P 的 交 线 . 因此 这 条 路 径 的 斜率 由 方向 导数 给 出 ; 

of _lim 丰 5 + wh,y + uh) -f(x,y) (24.1) 

Ou hh h 

=VF.u. 
由 于 w 是 单位 向 量 ( 它 表 明 |u| = 1) ,我 们 可 以 利用 定理 (20.8) 的 点 积 公式 计 
算 方向 导数 (24. 1) : 
= | yj| luleos(0) 


= | vflcos(0), 
其 中 6 是 梯度 向 量 与 & 之 间 的 角 . 由 于 ~ 1 < cosg < 1 ,我 们 看 出 当 cos(9) = 1 


时 极 大 而 当 cos(9) = - ! 为 极 小 . 因此 当 向 量 9f 和 4 指向 同一 方向 时 间 取 极 


大 ,而 当 它 们 指向 相反 方向 时 极 小 . 我 们 把 结论 陈述 于 下 面 的 命题 中 . 

命题 24.1 设 z = f(x,y) 为 可 微 函 数 . 梯度 向 量 Vf 的 方向 是 函数 / 极 大 
增 大 的 方向 . 

例 24.2 假设 z = 8 000 -2x -5y 在 区 域 ~50 <x<50,-25<y<25 
产生 了 一 个 山形 曲面 . 一 个 滑雪 者 在 点 (5,10 ,7450) 的 位 置 . 他 应 该 以 什么 方向 
冲 下 能 最 速 下 降下 山 ? 

设 几 xx,y) = 8 000 -2x -5 , 则 YA = 4xi - 10xj, 从 而 

VS,10) = - 20i - 100/. 
这 是 j 的 最 大 增 大 方向 . 最 大 速 降 出 现在 相反 的 方向 . 

例 24.3 一 个 旅行 者 在 例 24. 2 所 描述 的 出 的 靠近 山 底 的 地 方 , 坐标 为 
《50 ,20 ,1000). 他 应 该 按 什么 方向 开始 登山 具有 最 速 上 升 ? 

这 里 的 VA(50,20) = - 200i - 200j 为 最 速 上 升 方向 . 

例 24.4 仍然 参照 例 24.2 的 山 . 设 在 山坡 上 一 根 水 管 爆裂 ,水 喷涌 而 出 . 
破裂 出 现在 坐标 (10，- 20,5800) 处 . 画 一 张 此 山 的 等 高 线 图 并 清楚 标明 点 
(10, - 20,5800). 如 果 没 有 障碍 ,水 将 沿 最 速 降 路 径流 下 出. 描画 出 在 等 高 线 
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图 上 的 最 速 降 路 径 的 近似 图 . 
我 们 先 画 出 在 z。= 0,1 000,2 000 ,3 000 ,4 000,5 000,5 800 ,6 500 ,7 000， 


7 500 的 等 高 线 za = 8 000 - 2x” - 5 入 标 出 点 (10，- 20,5 800). 


对 每 个 上 面 的 am 值 令 F(x,y) =f(x,y) -z=0, 对 VF = Vf, 而 且 如 前 面 
证 明 过 的 ( 见 $23.6) YF 垂直 于 该 等 高 线 . 由 于 最 速 降 路 径 总 是 沿 Yf 的 方向 ， 
由 此 我 们 可 以 用 两 条 等 高 线 之 间 的 短 垂 线 画 在 等 高 线 图 上 ,给 出 此 近似 路 径 . 


8$ 24. 1 的 习题 


(1) 设 z = 10 000 -3x -yy 表示 一 座 出 的 表面 . 此 山 的 最 高 点 是 什么 ?一 旅行 者 在 坐标 
(10,5,9 075) 处 . 为 了 能 最 速 下 降 ,他 应 该 按 什么 方向 开始 下 山 ? 

(2) 用 你 的 CAS 对 曲面 > = 10 000 - 3x* - y' 画 多 条 等 高 线 ,并 清楚 地 标 出 旅行 者 所 在 的 坐 
标 (10,5,9 075). 用 手 描画 出 最 速 降 路 径 . 

(3) 设 z = 5x + xy + 7. 求 使 /在 点 (1, -2) 有 最 快 增 大 的 方向 . 

(4) 假定 你 位 于 一 个 区 域 中 坐标 为 x = 1.5,y = 2 的 点 ,而 区 域 的 高 度 由 函数 a(x,y) = 


tan(2mx + 3 了 7) 给 出 . 欲 使 升 高 增长 最 大 ,你 应 该 按 什么 方向 (在 Oxy 平面 中 ) 行进 ? 按 


什么 方向 行进 你 停留 在 同一 高 度 ?提示 :ea 的 方向 导数 为 0 的 方向 垂直 于 Ya 

(5) 在 某 区 域内 以 声波 实验 测定 一 个 巨大 的 地 下 洞穴. 洞穴 的 深度 按 英尺 由 函数 d(x,y) = 
150 - 0.01x”- 0. 006 给 出 . 一 位 科学 家 在 坐标 (10,20) 处 有 一 台 声 纳 测试 装置 ,用 来 
测量 此 洞穴 的 深度 . 
(a) 在 坐标 (10,20) 处 ,他 观察 到 什么 深度 的 读数 ? 
(b) 他 应 该 按 什 么 方向 走 去 观察 深度 的 最 快 增长 ? 
〈《e) 描绘 表示 洞穴 深度 的 等 高 线 图 . 

(6) 方程 z = 扩 x,y) 和 F(x,y,z) =Ax,y) -z = 0 实际 上 是 一 样 的 . 它们 的 图 像 是 同一 曲面 . 
解释 为 什么 YA 和 VF 不 是 同一 向 量 . VF 与 此 曲面 上 的 最 速 下 降 有 任何 关系 吗 ? 
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24.2 ”判别 点 法 


一 元 函数 导数 的 一 个 重要 应 用 是 求 此 函数 极 大 和 极 小 值 的 能 力 . 当 我 们 转 
向 二 元 可 微 函数 z = f(x,y) 时 ,其 图 像 会 展示 出 各 式 各 样 的 极 性 ,如 像 山 的 顶 
峰 ,谷底 及 鞍点 . 我 们 用 例题 来 解释 这 三 种 可 能 性 . 

例 24.5( 山 项 } 设 z = 100 -x 一, 则 点 (0,0,100) 是 此 山 的 顶峰 . 

例 24.6( 谷 底 ) 设 z = x +y -100, 则 点 (0,0, - 100) 是 谷底 . 


(0, 0, 100) 


(0, 0, -100) 


定义 固定 一 个 矩形 区 域 a x 和 6,c <y 二 d, 且 设 (x0,Yo) 为 此 区 域 中 

一 个 点 . 称 函 数 /(x,y) 在 (xo ,yo) 有 个 极 大 值 是 说 ,对 此 区 域 中 每 个 (x,y) 有 
f(x,y) < f(xo ,Yo0). 

注 “逆转 不 等 式 我 们 便 能 定义 极 小 值 . 

常常 会 发 现 一 个 函数 在 矩形 e < x < b,c < y < d 上 的 极 大 或 极 小 值 出 现 
在 此 矩形 的 边界 上 . 例如 /f(x,y) = x* + 六 在 正方 形 1 <x <2,1 <y<<2 上 ,在 
(2,2) 取得 它 的 极 大 值 , 取 /(2,2) = 8. 显然 对 此 正方 形 中 每 个 点 有 f(x,y) < 8. 

在 例 24.5 中 点 (0,0,100) 在 包含 了 点 (0,0,100) 的 任何 矩形 区 域 中 都 是 极 
大 点 ,而 例 24. 6 中 ,在 包含 点 (0,0，- 100) 的 任意 矩形 中 (0,0,，- 100) 都 是 极 
小 . 然而 下 一 个 例题 解释 了 第 三 种 可 能 性 . 

例 24.7( 鞍 点 ) 设 z = y -x 此 函数 的 图 像 被 展示 于 下 . 点 (0,0,0) 被 称 
做 鞍点 . 注意 它 既 非 极 大 也 非 极 小 . 

这 三 个 例子 有 一 个 共有 的 特征 , 即 在 极 大 , 极 小 或 鞍点 的 切 平面 必定 都 是 
水 平 的 ( 即 垂直 于 z 轴 ). 

一 个 曲面 的 切 平面 是 水 平 的 恰恰 表明 这 时 垂直 于 此 平面 的 向 量 平行 于 z 
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切 平面 


轴 . 这 里 所 说 的 垂直 向 量 (法 向 量 ) 也 就 是 函数 F(x,y,z) = f(x,y) -z = 0 的 梯 
度 , 因 而 由 
-上 af- 
yF = on 十 ay k. 
此 向 量 平行 于 z 轴 当 且 仅 当 


of _ of _ 
二 和 a 


这 个 讨论 启发 了 下 面 主要 的 定义 ， 
定义 ” 设 拟 xz,y) 为 一 个 二 元 函数 . 称 点 (xo ,yo ) 为 1 的 一 个 判别 点 是 说 ,如 
果 有 


wm) =0 和 时) = 0， 


或 者 这 些 偏 导数 之 一 不 存在 . 

注 有 了 这 个 术语 之 后 ,那么 如 果 偏 导数 都 存在 , 则 一 个 判别 点 就 是 此 曲 
面 在 此 的 切 平面 为 水 平 的 点 . 

例 24.8 求 函 数 /(x,y) = 2x”+ 8x + -37 +11 的 判别 点 . 

当 
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ff -4x+8 a 0, sy = =0 
Ox 0y 


时 判别 点 存在 . 因此 ( - 2,) 是 此 曲面 上 唯一 的 判别 点 . 


例 24.9 求 函 数 .Kx,y) = cos(x +y) 在 区 域 0 <x < 5,0 <y< 7 的 判 
别 点 . 
这 时 
0 9 E 
也 = Ee =~ sin(x% +Y)， 
判别 点 必定 在 sin(x +y) = 0 存在 , 那 就 是 说 当 x + y = mr. 因此 有 无 穷 多 个 
判别 点 ,每 个 具 形 式 (*,T - x*) ,0 < x < 7. 这 些 点 在 波 谷 形成 一 条 直线 并 有 一 
公共 的 切 平面 . 
求 极 大 值 和 极 小 值 的 三 步 法 由 于 定义 在 一 个 和 矩形 上 的 函数 (x,y) 的 极 
大 或 极 小 值 只 能 发 生 在 判别 点 或 矩形 的 边界 点 上 ,我 们 立刻 得 到 一 个 求 极 大 和 
极 小 值 的 三 步 法 , 它 推 广 了 § 10. 1 的 三 步 法 ， 
步骤 1 求 在 矩形 内 的 所 有 判别 点 (zxo ,yo) ,它们 有 
(x0,%) = Ems%) = 0 


步骤 2 定 出 此 函数 在 这 些 判别 点 上 达到 的 最 大 和 最 小 值 ( 如 果 判 别 点 构 
成 一 条 线 , 则 使 用 § 10. 1 的 方法 来 完成 这 项 任务 ). 

步骤 3 求 函数 f(x,y) 在 矩形 边界 上 的 极 大 或 极 小 值 ( 这 里 又 可 能 需要 用 
到 $ 10. 1 的 方法 ). 确定 这 个 值 比 在 步骤 2 中 得 到 的 值 f( x。 ,y,) 是 更 大 ,还 是 更 
小 . 


例 24.10 求 函数 (x,y) = xy 在 下 面 的 矩形 上 的 极 大 值 和 极 小 值 . 


y 


步骤 1 偏 导数 为 凡 = Pe = 2xy. 令 它们 为 0 得 到 y = 0, 因 而 判别 点 在 
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边界 上 . 

步骤 2 对 任意 判别 点 (x,0), 孙 数 取 值 f(x,0) = 0. 

步骤 3 ”我们 用 检验 边界 的 其 余部 分 的 f(x,y) 来 完成 这 个 分 析 . 首先 考虑 
由 (x,1) 组 成 的 线段 ,其 中 -2 < x < 2, 即 在 点 ( -2,1) 与 (2,1) 之 间 的 线段 . 
在 此 线段 上 f(x,1) = x, 因 而 极 大 在 (2,1) , 极 小 在 ( -2,1) ,其 次 我 们 必须 考虑 
由 (2,y) ,0 <y<1 组 成 的 线段 . 这 里 有 f/(2,y) = 2y”, 它 在 (2,1) 极 大 . 相似 地 ， 
在 由 点 ( - 2,y) 构成 的 最 后 一 条 线段 上 f( -2,y) = -2y ,其 中 0 < y < 1, 它 在 
(一 2,1) 取 极 小 而 在 ( - 2,0) 取 极 大 . 

总 起 来 我 们 有/(x,y) 在 (2,1) 达到 极 大 值 f(2,1) = 2, 而 在 ( - 2,1) 达到 
极 小 值 f( -2,1) = -2. 

例 24.11 求 点 (1,2,0) 和 平面 x +y -z = 0 之 间 的 最 短 距离 . 

设 (x,y,z) 为 此 平面 上 任 一 点 . 它 到 (1,2,0) 的 距离 为 
此 距离 达到 极 小 当 且 仅 当 此 距离 的 平方 极 小 (后 一 个 函数 易于 处 理 ). 因此 我 们 
必须 找 出 函数 

s(x,y) = (x -1) +(y-2)*+ (x +7y)? 

的 判别 点 , 令 这 些 偏 导 数 为 0 给 出 了 方程 


dy. . 二 
二 =2(x -1) +2(x +y) =0， 


=2(y 2) 24 30 
它 等 价 于 方程 
4x +2y = 2， 
2x +4y = 4. 
因此 (0,1) 为 判别 点 ,而 在 此 判别 点 上 s(0,1) =1+1+1 =3. 
提问 (0,1) 是 函数 ;(x,y) 的 极 大 , 极 小 还 是 鞍点 ? 
回答 ”我 们 断言 (0,1) 实际 上 是 个 极 小 点 ,因而 原来 问题 的 解 是 ,53. 可 以 
在 三 维 空间 中 画 出 函数 z = s(x,y) 的 图 像 来 直观 地 验证 我 们 的 断言 . 
为 了 给 出 一 个 正式 的 证 明 , 必 须 考虑 一 个 矩形 4BCD, 它 非常 大 . 举例 说 ,我 
们 可 以 考虑 坐标 为 4 = (50, -5$0) ,B = (50,50) ,C = (-50,50) ,了 = (-50, 
- 50) 的 正方 形 . 三 步 算法 强 使 ;(*,y) 在 此 正方 形 上 的 极 小 必定 出 现在 判别 点 
(0,1) 上 或 是 正方 形 48CD 的 边界 上 . 但 在 此 边界 上 或 是 x =+ 50 或 是 
7 = 十 50, 从 而 s(x,y) > (48) ( 它 确实 大 于 3). 注意 这 个 论证 当 正方 形 边 长 趋 
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向 无 穷 时 也 有 效 . 结论 是 对 xy - 平面 中 所 有 的 (x,y) 有 s(x,y) > 3. 
例 24.12 求 函 数 /(x,y) = + 声 在 短 形 -1 <x<1,-1<y<1l 上 
的 极 大 值 . 
先 取 f(x,y) 的 偏 导 数 . 
六 
x ~ (RH) By (Re + ye) 
令 这 些 偏 导数 为 0 产生 出 单一 的 判别 点 (0,0). 但 注意 f(x,y) 的 这 些 偏 导数 在 
(0,0) 没有 定义 . 事实 上 ,这 个 函数 当 我 们 从 任何 方向 趋向 于 (0,0) 时 它 急 剧 趋 
向 无 穷 大 ,因此 此 函数 无 极 大 值 . 
注 ”这 最 后 面 的 例题 解释 了 在 偏 导数 不 存在 的 地 方 判别 点 可 以 出 现 . 


8$ 24. 2 的 习题 


在 习题 (1) ~ (5) 中 , 求 在 所 给 矩形 上 f(x,y) 的 极 大 和 极 小 值 . 用 你 的 CAS 制作 所 给 函数 的 
,以 此 从 直观 上 确认 你 的 答案 . 

(Df(x,y) =20-2x +4x -yy +4 对 0 <x<3,0<y<4. 

(2)Kx,y) =x +3xy 对 Sx<1,-1<y<l. 

(3)f(x,7) = -xy -y+5y-3 对 -1 <x<2,0<y<3. 

(4)f(x,7) = x (3 -ry) 对 O<xr<10,0< y < 10. 
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(5)Kx,y) = y+ cos(mx) -y 对 - 方 <x< 


(6) 一 运输 公司 要 制作 矩形 的 纸板 箱 (无 盖 ). 如 果 每 个 箱子 规定 要 有 4 立方 英尺 的 体积 . 使 
箱子 耗 用 纸板 最 小 则 箱子 应 该 有 什么 尺寸 ? 

(7) 一 家 制 箱 公司 在 生产 矩形 带 盖 的 胶合 板 箱 . 假定 每 个 箱 要 用 24 平方 英尺 的 胶合 板 去 制 
作 . 使 体积 最 大 时 此 箱 的 尺寸 应 该 是 什么 ? 

(8) 求 在 直线 x = ty = 34- 1,z = 24 + 3 上 -点 ,使 它 与 点 (1,0，- 1) 最 靠近 . 

(9) 求 平面 2x - 5y +z = 0 上 一 点 使 它 与 点 (1,0，- 1) 最 启 近 . 

(10) 一 长 段 电线 (240 英寸 长 ) 被 切 成 三 段 或 更 少 的 段 数 . 如 果 每 段 被 弯曲 成 一 个 方形 ,那么 
应 该 如 何 切断 才能 使 这 些 正方 形 的 面积 和 最 小 ? 

(11) 考虑 曲面 z = 其 判别 点 是 什么 ?在 矩形 -1 < x < 1, -1<y<1 上 哪些 x,y 值 使 
z 极 大 或 极 小 ?用 你 的 CAS 作 图 以 直观 地 确认 你 的 答案 . 


(12) 求 曲面 z = 世上 的 一 个 点 ,使 它 最 靠近 原点 (0.0,0) 


24.3 ”泰勒 级 数 与 判别 点 的 分 类 


在 本 节 我 们 先 回忆 一 下 单 变量 可 微 函数 /(x) 关于 x = 0 的 泰勒 级 数 (也 称 
做 麦克 劳 林 级 数 ) 


fx) = A0) +7 "(0)# + + Oe + 
它 在 点 x = a 产生 了 


. 
» 
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fla) =f(0) +f (0)a + Ho + 十 (24. 2) 
我 们 想 推广 这 个 公式 到 二 元 可 微 函数 = /(4,y) ,将 证 明 
fla,b) = f(0,0) + 中 (0,0)a + YL(0,0)b + …， 


其 中 高 次 项 ( 没有 在 上 面 的 展 式 中 表 出 ) 涉及 到 高 阶 偏 导数 . 这 个 所 需要 的 展 
开 式 可 以 由 只 能 称 做 极其 精妙 的 技巧 得 到 ,这 个 技巧 将 问题 化 到 一 维 的 泰勒 级 
数 
固定 数 a,5, 我 们 定义 一 个 一 元 函数 F(t1) 为 
F(t) = f(at,bt). 
注意 ,F(1) = f(a,b). 当 在 展 式 (24. 2) 中 用 :代替 a 时 ,我 们 得 到 了 展开 式 
F(t) = F(0) + 严 (0)i + Se + Es 0s + (24.3) 


我 们 宣称 ,在 计算 出 F(0) , 严 (0) ,FF"(0) 等 等 ,然后 令 : = 1, 便 到 达 所 希望 有 的 
展开 式 了 . 

叙述 完 这 个 计划 的 要 点 ,现在 转 到 ( 多少 有 些 宛 长 的 ) 计算 上 . (24.3) 中 的 
首 项 是 R(0), 它 仅仅 是 (0) = (0,0). FF 的 一 阶 导数 由 链 规则 得 到 : 


P(t) = f(at, bt) =a (at,b) + 5 (at, bt), 
从 而 
F'(0) = a (0,0) + 6 (0,0) 
Ox 0y ”和 
二 阶 导 数 有 一 点 复杂 : 
PCD) = (F(t)) 
d 
= 了 i(a (at, bt) + bat,bt)) 
=a’ 24(at,bt) + 2ab R(t,b) + 6 Ehlersb), 
因此 
Bf of of 
PF"(0) = a EE(0,0) + 2ab 2L(0,0) + b a00,0). 


到 此 处 已 清楚 如 何 进行 下 去 ( 略 去 这 些 计算 ,因为 它们 颇 为 繁琐 ). 上 述 计 
算 与 方程 (24.3) 相 结合 产生 出 
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F(t) = f(at,bt) 
a a 
= /(0,0) + (a ¥(0,0) + 5 (0,0)): 


1 /20f 天 2 0f 2 
+z1(e $23(0,0) +2ab ds(0,0) + a2(0,0)) + 


选取 1 = 1, 给 出 了 我 们 开始 所 期 望 的 展开 式 : 
fla,b) =f(0,0) + (a (0,0) + 6 (0,0)) 
O% 07 


+ mG af(0,0) +2ab (0,0) +b? 2 +… (24.4) 
(24.4) 右 端 所 展示 的 项 ,被 称 做 泰勒 展 式 中 次 数 最 多 为 2 的 项 . 
尽管 我 们 还 没有 选择 去 详 述 收敛 性 问题 ,它们 却 实 质 上 已 转化 到 了 以 前 的 
研讨 中 ,这 是 因为 这 个 展 式 是 从 单 变 量 函 数 的 展 式 得 到 的 . 
例 24.13 对 函数 /(x,y) = e” 计算 泰勒 展 式 次 数 最 高 为 2 的 项 . 
此 计算 需要 下 列 导数 : 
f(0,0) =e =1， 


Yf(0,0) = ye” = = 
Ox x=0,y= Ga x*=0,7=0 

y | 
3f(0,0) = yzes =0, Qf(0,0) = zzes = 
Ox x=0,y=0 0y z=0,7=0 


2 
R00) a 


代入 (24. 4) ,我 们 得 到 (似曾相识 的 ) 展 式 

e% =1+ab+.…, 
它 显示 了 e” 的 泰勒 级 数 中 次 数 最 多 为 2 的 项 . 你 能 猜 到 更 高 次 的 项 会 是 什么 
吗 ? 多 做 一 点 便 可 证 明 


es =1+abt+ 


x*=0,7=0 


(ab) . (ab)’ 
Dl nt 


判别 点 的 分 类 设 z = f(x,y) 是 个 二 元 可 微 函 数 ,变量 为 x,y. 如 果 在 点 
(xo,Yo) 有 
fxo +h,yo + k) > f(xo,Yo) 
对 充分 小 的 ||, |k| 成 立 , 则 说 f 在 点 (x。 ,yo) 有 一 个 局 部 极 小 ,如 果 
flxo +h,yo + 天) < f(xo,yo) 
对 充分 小 的 |h|, |k| 成 立 , 则 说 f 在 (xo,y。) 有 一 个 局 部 极 大 . 
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我 们 已 经 证 明 过 f 在 点 (x。o,y。o) 有 局 部 极 小 或 极 大 的 一 个 必要 条 件 , 即 曲面 
(在 (xzo,o) ) 的 切 平面 是 水 平 的 ,就 是 说 (xo,yo) 是 个 判别 点 . 仍 需 详尽 阐述 的 
是 一 个 判别 法 ,在 给 出 了 判别 点 后 , 它 能 决定 此 判别 点 是 否 是 个 局 部 极 大 ,局 部 
极 小 ,抑或 是 个 鞍点 . 我 们 要 陈述 的 判别 点 判别 法 满足 这 个 需要 , 它 是 二 阶 导数 
判别 法 ( 见 $9.3) 在 二 元 函数 的 自然 推广 . 此 判别 法 的 验证 ,可 由 仔细 考察 所 
考虑 函数 的 泰勒 展开 的 二 次 项 得 到 . 在 后 面 的 叙述 中 ,f(x,y) 代表 一 个 以 (x， 


%) 为 判别 点 的 可 微 函数 . 当 我 们 计算 在 (xs,yo) 的 各 种 导数 , 警 如 时 (xm yo) 


时 ,为 了 符号 上 方便 起 见 ,将 简单 地 写成 羡 
判别 点 判别 法 设 (m ,为 ) 为 Kx,y) 的 一 个 判别 点 . 定义 
= 3 97 了 (2 
Ox 0 DYD7Y 
则 下 列 陈述 成 立 : 
(1) 如 果 < 0 且 D > 0, 则 (6,y。) 为 局 部 极 大 . 


(2) 如 果 24 > 0 且 > 0, 则 (zx ,为 ) 为 局 部 极 小 . 


(3) 如 果 D < 0, 则 (xo,yo) 为 一 鞍点 . 

(4) 如 果 D = 0, 则 此 判别 法 没有 提供 任何 信息 . 

例 24.14 求 出 下 列 函数 的 判别 点 并 分 类 : 

(DA(z,y) = 1 -x -yy,(ii)f(x,y) = +7, (ii)f(x,y) = xy. 

这 三 种 情形 中 (0,0) 都 是 唯一 的 判别 点 . 用 判别 点 判别 法 于 每 个 函数 以 显 
露出 它们 在 原点 附近 的 不 同 表现 . 


(WD et) Xt 4,24 = -2 < 0, 因 此 (0,0) 是 局 部 极 大 . 


(ii)D = .24 = 2 > 0 表明 (0,0) 为 局 部 极 小 . 


(iii)D =0-1<0, 故 (0,0) 是 个 鞍点 . 
例 24.15 求 函 数 
f(x,y) = ee 人 
的 判别 点 并 分 类 . 
这 时 的 偏 导数 为 
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Ua 2 =— 2ye™ 7 ， 
Ox 907 


因此 (0,0) 是 唯一 的 判别 点 . 现在 二 阶 导 数 为 

2 (2 +4x’)e™7, 
ff (2 +447)e™r, 
97 


Bf = 4xye™ 7 
Ox0y 
因此 
D=3f.3f- (84) 
ox 9 Ox0y 
计算 关于 x 的 函数 的 二 阶 导 数 在 原点 的 值 ,我 们 得 到 24(0,0) = -2 < 0. 我 们 


看 到 (0,0) 是 个 局 部 极 小 . 


= 4. 


x=0,y=0 


§ 24. 3 的 习题 

计算 下 列 函 数 的 泰勒 展 式 次 数 最 多 为 2 的 项 . 

(Df(x,y) = (x 一 7) (2)Kx,y) = (x+2y) (3)f(x,y) = In(2 + x +7y). 
(fx,y) = oY. (5)f(x,y) = cos(x +27). (6)f(x,y) = sin(y -2xy)， 
求 下 列 每 个 函数 的 判别 点 并 分 类 . 用 你 的 CAS 作 图 以 形象 地 确认 你 的 答案 . 

(THx,y) =1 -x -yy +2x+6y. (8)f(x,y) = 6 +x +y +B8x—4y. 
(9)f(x,y) = xy - 3x -3y+9. (10)f(x,y) = 2x -x -yi. 
(11)f(x,y) = Sxy -x -yi. (12)f(x,y) = 6x + 12y -x -yy. 


(13)f(x,7) = 2x° + 7 -2x -272 +8. 
(14) 证 明 下 面 每 个 函数 
1 ,x sy 
在 (0,0) 有 一 个 判别 点 ,在 用 你 的 CAS 画 出 的 图 中 它 分 别 是 极 大 , 极 小 和 鞍点 ; 你 能 用 
判别 点 判别 法 证 明 这 些 吗 ? 


24.4 拉 格 朗 日 乘 子 法 


本 章 结尾 我 们 要 讲 一 个 求 多 元 函数 极 大 和 极 小 值 的 具有 巨大 威力 的 方法 ， 
它 是 由 约瑟夫 拉 格 朗 日 (1736 一 1813) 发 现 的 . 此 法 可 用 于 具 下 面 形式 的 问 
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题 : 
问题 ” 求 n 个 变 元 x ,x，，,…,%。, 的 函数 (xi ,x,,… ,x,) 在 约束 条 件 5(xi， 

xn) = 0(g 为 另 一 个 函数 ) 下 的 极 大 值 和 极 小 值 . 

在 科学 和 工程 学 中 ,一 大 类 问题 可 以 以 这 种 形式 被 数学 地 建 模 . 我 们 考察 
两 个 例子 ,这 将 帮助 我 们 得 到 对 此 处 理 方法 的 一 些 感觉 . 

例 24.16 求 点 (xzo,yo,z) 和 一 个 平面 ax + by + cz = d 间 的 最 短 距离 . 

我 们 已 经 不 止 一 次 地 遇 到 和 解决 过 这 个 问题 . 我 们 现在 将 这 个 几何 问题 变 
换 为 具有 约束 条 件 的 极 小 化 问题 , 设 (x,y,z) 为 该 平面 中 任意 一 点 . (x,y,z) 到 
(vo ,Yo ,20) 的 距离 平方 由 

x,y,2) = (x ~ 0) + (y -yo0) +(z -0) 

给 出 . 定义 g(x,y,z) = ax + by + cz -d. 用 这 些 适当 的 函数 ,我 们 的 问题 现存 可 
以 重新 叙述 为 理想 的 形式 : 求 对 .所 x,y,z) 在 约束 条 件 g(x,y,z) = 0 下 的 极 小 
值 . 

例 24.17 求 内 接 于 一 个 半径 为 R 的 圆 的 最 大 可 容许 的 矩形 . 


小 


这 里 所 提 的 问题 可 重 述 于 后 : 求 面积 函数 J(x,y) = 4xy 在 约束 条 件 g(x,y) = 好 
+y ~ R* = 0 下 的 极 大 值 . 

我 们 引进 下 面 一 些 记号 来 大 大 简化 后 面 的 解说 :已 知 n 维 空间 中 点 P = 
(i) = (1X ) 为 一 个 元 函数 . 令 g(P) 代表 由 (ai ,a， 
…,Qn). 拉 格 朗 日 对 求 函 数 在 约束 条 件 下 的 极 大 值 ( 或 极 小 值 ) 的 一 般 性 问题 
的 解答 ,既是 居高临下 的 又 是 直接 的 . 它 基 于 下 面 的 命题 ,在 其 中 引进 了 -一 个 党 
数 A{ 现 在 称 其 为 拉 格 朗 日 梯子 ). 

命题 24.18 设 
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Jo ,Xi) BK, ,Xn ) 
为 两 个 nn 个 变 元 x ,…,%。 的 实 函 数 , 它 们 有 所 有 阶 的 偏 导数 . 假设 /在 约束 条 件 
g = 0 的 条 件 下 在 点 
P= (aa man) 
存在 极 大 值 或 极 小 值 , 其 中 Vg(P) 关 0, 则 对 某 个 常数 人 有 
Vf(P) = AVS( 忆 ). (24. 5) 
值得 注意 的 是 ,这 个 简单 的 等 式 (24.5) 融 进 了 解决 一 般 的 极 大 、 极 小 问题 
所 需要 的 所 有 信息 . 
例 24.19 求 函数 /(x,y) = +27 在 约束 条 件 2x +y = 3 下 的 极 小 值 . 
我 们 先 令 9(x,y) = 2x +y -3 = 0. 梯度 向 量 为 
Vf = 2xi + 4 
和 
Vg = 2i+j, 
因此 (24.5) 成 为 
2xi + 4 = A(2i 1+). 
这 个 恒等式 产生 了 方程 


其 解 为 


将 x = 4y 代 人 约束 方程 x + y = 3, 产生 出 9y = 3, 因此 y = 半 . 结论 是 
( 子 ,于 ) 为 所 要 的 解 , 而 7x,y) = x* +2y 的 极 小 值 是 
4 1 18 
ey ri 

例 24.20 求 曲面 z - 2xy = 3 上 最 靠近 原点 的 点 . 

设 (4,y,z) 为 此 曲面 上 任 一 点 . 此 点 到 原点 的 距离 为 VE 了 到 十 元 因为 只 
要 求 * + + 22( 距 离 的 平方 ) 的 极 小 值 就 可 以 了 ,故我 们 的 问题 可 以 被 重 述 于 
下 : 求 必 + 六 +z 在 约束 条 件 g(%,y,z) = z? -2xy -3 = 0 下 的 极 小 值 . 这 时 的 
梯度 为 

Vf = 2xi + 2y] + 22k, 
Vg = 27Yi - 2x) + 22k; 
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因此 (24.5) 产生 出 
2x = —2yA,2y = -~ 2xA,2z = 2zA. 
最 后 有 A = 1 及 x =-Y 将 此 解 代 人 约束 条 件 , 我 们 有 
2 +2x* = 3. 

因此 在 曲面 2 - 2xy = 3 上 与 原点 有 最 近 距 离 的 点 必定 有 形式 (x，- x， 
V3 28) ,其 中 -3 < * < 昂 这 些 点 是 这 曲面 上 的 一 条 空间 曲线 

命题 24. 18 的 证 明 梗 概 。 这 个 证 明 所 涉及 的 所 有 重要 思想 ,在 我 们 仅 关注 
于 三 元 函数 时 都 出 现 了 ,从 而 我 们 只 专门 讨论 三 个 变量 的 情形 . 因此 我 们 给 出 
函数 所 z,y,z) ,要 在 约束 条 件 g(x,y,z) = 0 下 求 它 的 极 大 值 (或 极 小 值 ). 

满足 约束 方程 g(x,y,z) = 0 的 点 (x,y,z) 


的 集合 全 在 一 个 曲面 上 , 我 们 称 它 为 5. 设 
P = (xo,yo,z0) e S 是 个 曲面 $ 上 使 f(x,y,z) 人 

取 极 大 值 (或 极 小 值 ) 的 点 . 由 于 Vg(P) 假设 

为 非 零 , 故 它 在 P 必定 垂直 于 该 曲面 . 


选取 一 条 任意 的 空间 曲线 


ee 
Pp 
r(t) = (x(t) ,y(t) ,z(t)), 和 一 
它 在 曲面 S 上 并 通过 点 P( 对 应 于 上 = 4), 即 


(x(t0) ,y(to) ,z(to)) 二 ( xo ,yo ,20 ). 
由 定义 ,f(x(1) ,y(t) ,z(t) ) 是 单 变量 上 的 


曲面 
函数 ,并 在 ! = 4 达到 极 大 值 ,因此 
空间 曲线 
Sf 0 2))| =0 wi 
用 链 规则 计算 此 导数 ,我 们 发 现 
Ke(D ,7(D,z(D) 
= 芝 旧 + 引 岂 ,站 业 - yy. 和 


oxd ord ozd 
而 在 to 对 其 赋值 便 得 到 


S 


这 


Vf(xo,y0,20) “Tr'(to) = 0. 
这 个 最 后 面 的 等 式 表 明 VA(P) 垂直 于 S$ 上 所 有 通过 点 P 的 空间 曲线 . 因此 我 们 
推断 VA(P) 实际 上 垂直 于 5 在 P 的 切 平面 . 
因为 Vg(P) 也 冬 直 于 在 尸 的 切 平 面 ,由 此 知道 YA(P) 与 Yg(P) 是 平行 


| 
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的 向 量 , 即 存在 一 个 实数 A 使 得 
YARP) = AYg(P). 
多 个 约束 条 件 的 情形 ”看 到 了 拉 格 朗 日 乘 子 在 一 个 约束 条 件 的 情形 下 如 
何 有 用 之 后 ,我 们 有 了 推广 此 方法 的 念头 . 因此 假定 我 们 想 对 函数 f(x ,x,,…， 
x ) 在 多 个 约束 
Exixa xn) = 0， 
Ea(M1xa rn) = 0 
St(X1 2，…xn) = 0， 
下 求 极 大 值 . 这 种 情况 引出 了 上 个 拉 格 朗 日 乘 子 ,A,A ，…Ax 和 方程 组 
Vf= AlVE&8I+A2YS2 + +ALVEL, 
8&1=0,8, =0…8 = 0, 
我 们 必须 解 出 它们 . 
例 24.21 求 函数 /(x,y,z) = 2x -y+z 的 极 大 值 ,约束 条 件 是 (x,y,z) 同 
时 在 平面 x + y +z = 1 和 圆柱 面 x** + y = 4(z 任 意 ) 上 . 
这 时 我 们 有 两 个 约束 条 件 : 
gi(x,y,2)=x+y+z-1=0, 
Bi (x,y,2) = x + -4=0. 
在 这 个 例题 中 的 各 种 梯度 是 
Vf= 2i-j+k. 
Vg=i+t+j+k, 
Vg, = 2xi + 2y, 
从 而 方程 Vf = A1 Y& + A,V gi 变 成 
2 ~j+thk = (A +2xA2)i + (A + 2yA2)j + 天. 
因此 A, = 1， 
2 = 1 +2xA,=>A, = > 
以 及 
-1=1+2yA,=»> -2 a 


我 们 最 后 有 y = - 2x, 将 其 代入 第 二 个 约束 条 件 x* +? -4 = 0 得 到 一 个 变量 的 
方程 


x* +4x: = 4. 
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这 个 方程 的 解 是 x = 土 到 ,从 而 y = 干 下 将 这 些 代 人 第 一 个 约束 条 件 x +y +z 


= 1 中 ,产生 了 z = 1 + BY - y +z 在 这 两 个 约束 条 件 下 的 极 大 值 出 现在 点 


pA | 2 三、 
(= 1+ 气 )， ,而 极 大 值 是 司 + 1 = 1 + 2V5. 注意 , 极 大 值 出 现在 另 一 个 点 


§ 24. 4 的 习题 


用 拉 格 朗 日 乘 子 法 解 下 列 所 有 最 优化 问题 

(1) 证 明 内 接 于 一 个 圆 的 最 大 可 能 的 矩形 为 正方 形 . 

(2) 求 点 (1,1,2) 与 平面 2x -y+3z = 2 间 的 最 短 距离 . 

(3) 求 函数 2x” + 3y 在 约束 条 件 3x + 4y = 1 下 的 最 小 值 . 

(4) 求 函 数 3x -y+4z 在 球面 x +y +z = 4 上 的 极 大 和 极 小 值 . 
(5) 在 双 曲 线 xy = 5 上 的 哪个 点 使 函数 3x + 2y 极 小 . 

(6) 找 出 球面 (x - 1) +y + (z+1)* = 1 上 离 点 (1,2,3) 最 远 的 点 . 


(7) 用 你 的 CAS 画 出 棋 球面 二 + 各 + = 1. 在 此 构 球 面 上 哪个 点 离 原点 最 远 ? 
(8) 求 函 数 * -y+ 2z -1 在 约束 条 件 = x* + 下 的 极 小 值 . 
(9) 某 航线 允许 携带 的 箱 状 行李 的 尺寸 为 长 加 宽 加 高 最 多 为 100 英寸. 求 这 种 盒 最 大 可 能 的 


体积 . 
(10) 求 画 数 2x” + y + 3z? 在 约束 xyz = I 下 的 极 小 值 . 
(11) 求 在 平面 * + y = 2 与 球面 ** + (y -3) ?+2 = 1 的 交 线 上 离 原 点 最 近 和 最 远 的 点 . 


(12) 求 个 变量 的 平均 值 二 (* + x + … + ) 在 约束 条 件 x + 坟 +… +4x? = 1 下 的 最 大 


值 . 
(13) 求 一 点 (x0 ,3 ,20) 与 平面 ax + by + cz = d 之 间 的 最 短 距离 公式 . 
(14) 求 曲面 z = 2 - sin(x) - cos(y) 上 与 原点 最 靠近 的 点 . 


第 二 十 四 章 的 附加 习题 


求 /在 点 P 增 长 最 快 的 方向 . 求 在 方向 a 的 方向 导数 . 用 你 的 CAS 画 出 习题 (1) ~ (5) 中 的 函 
数 . 
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(Df(x,y) = Try -3;P = (2,3),a = 4 -3. 
(2)f(x,7) = xe’ ~ ye’;P = (2,3) ,a = 2i+j. 


Bz) = FFP = (1,0) ,a = 


(4)f(x,7) = In(l +x +7);P = (1,2),a =i+j. 

(SIfx,7) = Vl -x)ysP = (-2,3) ,a = 

(6) 设 Ax,y) = yx + 4y*. 用 你 的 CAS 画 出 曲面 并 求 使 | vf| = 10 的 所 有 点 . 

(7) 在 某 座 山上 ,其 在 海平 面 (z = 0) 上 高 度 由 f(x,y) = 3000 ~ x? -3y 英尺 给 出 . 正 * 轴 指 
向 东 , 正 y 轴 指 北 . 一 登山 者 在 点 (2,10,2696) 处 . 如 果 此 登山 者 朝 西 ,那么 他 将 向 上 还 
是 向 下 ?如 果 走 向 东北 又 如 何 ? 他 能 朝 着 等 高 路 径 走 吗 ? 用 你 的 CAS 帮助 你 作 图 . 

在 已 知 区 域 求 凡 x,y) 的 所 有 判别 点 并 分 类 . 用 你 的 CAS 制作 已 知 函 数 的 图 像 以 形象 地 确认 

你 的 答案 . 


(B(x,y) = + + 计 对 -5<x<-172, -5<y<-1/2. 


(9)f(x,7) = sin(x) + sin(y) + sin(x -27y) 对 -Tx,y 7. 
(10)f(x,y) = x +27 ~- xy 对 -2<x<5,-5<ys<l. 

(11)f(x,y) = abxy ee 二 对 所 有 x ,7 

(12)f(x,y) = ee 对 所 有 xy 

(13)Kx,y) = xy ,对 x,y 在 第 一 象限 并 且 x? + < 1， 

(14) 求 三 个 正 数 使 其 和 为 100 而 其 积 尽 可 能 地 大 . 

(15) 求 三 个 正 数 使 其 和 为 100 而 其 平方 和 尽 可 能 地 小 . 

(16) 求 Kx,y) = xy 在 约束 条 件 4x* + 87” = 16 下 的 极 大 值 . 

(17) 求 在 抛物 面 /(x,y) = x* + y +2 上 离 平 面 ++y+z = 0 最 近 的 点 . 


第 二 十 五 章 二 重 积 分 


25.1 ”对 单 变量 积分 的 回顾 


作为 对 多 重 积分 讨论 的 一 个 动机 和 导向 ,我们 先 对 单 变量 情形 作 一 简短 的 
回顾 . 因此 考虑 单 变量 x 的 任意 连续 函数 y = f(x) , 它 的 图 像 画 在 下 面 . 


将 区 间 a < * < 分 制 成 站 段 (N 为 一 大 数 ) ,我 们 已 定义 过 
[now = 各 ZAKa) Le 
这 个 积分 被 证 实 给 出 了 曲线 与 * 轴 之 间 的 面积 ,其 中 在 * 轴 下 方 区 域 之 面积 被 
算 作 负 的 . 事实 上 ,上 面 和 中 的 每 项 
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He) LH = 1.2，N) 


近似 于 第 个 长 方形 样子 和 区 域 的 面积 ,此 区 域 为 下 面 带 阴影 的 部 分 . 


现在 把 这 些 概 念 拓展 到 高 维 空 间 和 多 元 函数 . 
25.2 二 重 积分 


考虑 两 个 变 元 *,y 的 连续 函数 z = f(x,y) ,如 下 左 图 所 示 . 设 . 罗 为 下 右 图 的 
xy - 平面 中 的 一 个 二 维 区 域 . 


汉 
Ed 


A 3 
SH i Te 


为 了 分 析 区 域 . 罗 上 的 函数 ,我 们 需要 做 出 一 些 假定 以 确保 区 域 多 是 合理 
的 ,就 是 说 就 像 上 图 那样 地 规矩 . 我 们 做 出 的 第 一 个 假定 为 . 史 是 有 界 的 . 这 只 是 
意味 着 罗 位 于 一 个 有 限 和 矩形 ( 它 被 称 做 一 个 界定 矩形 ) 之 中 . 

我 们 要 做 的 第 二 个 假定 是 .多 的 边界 是 xy - 平面 中 的 一 条 连续 曲线 , 它 不 
自 交 . 

在 假定 函数 z = 败 x,y) 的 图 像 显 示 位 于 xy -平面 之 上 ( 即 f(x,y) > 0) 时 ， 
我 们 直观 地 定义 
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ss) dray 
宛 


为 在 区 域 . 史 上方 的 那个 立体 的 体积 . 
类 比 于 单 重 积分 定义 那样 ,我 们 现在 定义 二 重 积分 是 一 个 和 的 极限 . 假定 
界定 矩形 由 所 有 a < x < b,c < y < d 的 点 (x,y) 组 成 . 


把 一 个 矩形 网 格 放 在 我 们 的 界定 矩形 之 上 ,此 网 格 是 由 把 此 长 方形 每 边 分 
成 NN 个 相等 的 小 块 即 a < 和 < 和 <… <xy=6b 和 c <y, <y <-…< = 
d 形成 的 . 


车 
5 a 
A A p77 
[> 
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注意 我 们 的 界定 矩形 , 它 因 而 被 分 成 了 NV 个 小 矩形 , 每 个 的 面积 


< 为 了 从 整个 界定 矩形 中 区 分 出 .多 中 的 点 ,我 们 引进 函数 4(%,y) , 它 依 


照 所 考虑 的 点 在 或 不 在 .多 中 而 分 别 取 值 1 或 0, 即 定义 64(x,y) 为 
sas) 如 果 (x,y) e 罗 ， 
0， 如 果 (x,y) 只 哆 
做 好 这 些 后 ,我 们 正式 定义 二 重 积分 为 


Jr)drdy = Bim FD as 9) fs) ead, (25.1) 


.多 
要 看 出 这 个 定义 确实 获得 了 RR 上方 那个 立体 的 体积 (在 f(x,y) > 0 的 情形 ) , 留 
意 
f(xi,y,) = 


近似 地 等 于 画 在 下 图 中 的 第 立 个 柱 形 的 体积 . 


一 


一 分 
ACTZTAy 7 AAATPADPDPTTT 
本 


把 所 有 在 区 域 罗 内 的 (x,”m) 上 方 的 这 些 体积 加 起 来 并 取 极限 ,我 们 便 得 到 了 
在 .用 上 方 的 立体 的 体积 . 

当 我 们 不 再 把 注意 力 只 局 限于 那些 图 像 在 xy - 平面 上 方 的 函数 时 ,积分 的 
数值 表现 方式 就 类 似 于 单 变 量 的 情形 :积分 由 那些 取 正 号 和 取 负 号 的 立体 体积 
的 和 数 给 出 ,而 符号 的 选取 取决 于 z = f(x,y) 的 图 形 显示 是 在 xy - 平面 的 上 方 
还 是 下 方 . 下 面 关 于 二 重 积分 的 第 一 个 例子 表明 ,在 矩形 区 域 的 情形 ,二 重 积分 
相当 于 单 重 积 分 的 短 加 . 
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例 25.1( 区 域 .多 为 矩形 ) ”假设 区 域 史 = |(x,y) lasx<b,csys<dl， 
z = 有 拟 x,y) 为 一 连续 函数 . 计算 儿 x,y) 在 R 上 的 积分 . 
如 果 我 们 固定 一 个 y 值 ,c < y < d, 并 设 A(y) 表示 画 在 下 面 的 片 状 物 的 面 


积 . 


z=f(x, y) 


于 是 
4(07) = [ay)dx 


在 曲面 z=/(x,y) 和 和 撼 形 . 罗 之 间 的 立体 区 域 的 体积 因而 是 面积 4(y) 的 和 的 极 
限 ( 即 积分 ) ( 见 $ 16. 3 ,作为 横 截 面 面 积 求 积 的 体积 ) ,因此 : 


d 
x,7) drady ={ 4(y)dy 
(25. 2) 


=[ (fr, dr)dy 


相似 地 ,我 们 可 以 固定 区 间 a < x < 5 中 一 个 值 并 设 4,(x) 代表 由 此 立体 与 在 
x 的 平面 (平行 于 yz - 平面 ) 相交 形成 的 区 域 的 面积 . 像 前 而 一 样 ， 


Ai(x) = {fxs7)dy, (25.3) 
并 且 再 应 用 $ 16. 3 中 的 方法 ,我 们 便 得 到 


es) drdy = {41 Cr) ds 
(25. 4) 


=[ (Hx) ay) er, 
联合 方程 (25. 3) 和 (25. 4) ,我 们 得 到 了 富 比 尼 定理 : 


“378 ， ”第 二 十 五 章 ”二 重 积分 


[(frepdja = [ (fsas)ay (25.5) 
应 该 提 一 下 ,有 些 场合 , 当 在 一 个 矩形 上 积分 时 ,交换 一 下 积分 的 顺序 会 实质 性 
地 带 来 更 容易 的 计算 . 


例 25.2 设 HKx,y) = 10 -x -3xy， 
B= {i(x,y) IO0O<xr<s1,2<y<3|. 


计算 [Kx,y)dzdy 


我 们 有 
Ns) dray = 人 (fan -x 3xy) dx)dy 
党 
= (los - 气 - 红 2 dy 
= (10x - 二- 六 )ay 
(32 
-29 _ 22 .3-27 
3 4 12 
$25.2 的 习题 


计算 下 列 在 指定 矩形 上 的 积分 在 看 起 来 似乎 方 使 时 ,用 富 比 尼 定 理 改变 积分 顺序 . 用 CAS 
画 出 所 讨论 的 体积 以 用 体积 来 解释 积分 . 


[yy + 了) dxdy. of + 二 jdxdy, 


(3) [ [ysin(xy) dedy. C4) [ [ (ercos(y) ) dedy. 


(5) 求 在 抛物 面 下 而 在 和 矩形 罗 = 10 < x<2,0 <y<1i 上 的 立体 体积 .用 你 的 CAS 画 出 此 
立体 . 
(6) 验证 如 果 万 和 六 为 区 域 罗 上 的 连续 函数 , 则 


J 6)drey = fardy + 由 txdr 
帝 天 . 需 
(7) 验证 如 果 / 是 区 域 .用 上 的 连续 函数 ,e 为 常数 , 则 
上 fdrdy = ce. ray 
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(8) 假定 区 域 用 和 罗 , 没有 重合 部 分 /为 它们 的 并 集 . 史 = 多 U . 客 上 的 连续 函数 . 验证 


Jaw 四 】 fdxdy + jn 


(9) 用 (8) 计算 在 (x,y) = 1 下 而 在 中 心 是 ( 记 ,0,0) 和 ( - 二 ,0,0) 的 两 个 单位 正方 形 上 的 


立体 体积 . 用 CAS 画 出 此 立体 . 
(10) 设 h(x,y) = fx) : g(7) ,其 中 fx) 和 g(y) 分 别 是 区 间 a <x<5 和 c<y<d 上 的 


连续 函数 . 设 . 罗 为 矩形 {(x*,y) | a <x < 6,c <y < di|. 证 明 
$5 d 
入 pa = (的 oa) (ed 
利用 上 面 的 (10) ,计算 下 列 积分 . 
(11) 人 人 (Ceos(z)) (sin(y) ) dxdy. ayf fo (ln(x) ) dxdy. 
(13) 作出 f(x,yY) = x -2y 在 
= |(x,y) |0<xs<s1,0<y<2| 
上 的 图 ,并 将 多分 成 18 个 小 正方 形 , 再 用 CAS 计算 适当 的 和 数 来 对 二 重 积分 
【Te -27) drdy 

作 近 似 计算 . 把 你 的 答案 与 积分 的 实际 值 进行 比较 . 

(14) 对 函数 Kx,y) = x* -入 重复 上 面 的 习题 (13). 
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设 z =f(x,y) 为 连续 函数 . 考虑 在 xy -平面 上 的 区 域 R( 下 图 中 的 带 阴影 的 
部 分 ) ,其 边界 由 已 知 连续 函数 g, (x) ,gx(x*) 和 矩形 
{x,y) lasx<b,csys<dl 
的 边 组 成 . 
在 这 样 的 区 域 上 的 二 重 积 分 


Jr 


经 常 出 现 , 而 下 面 的 命题 给 出 计算 它 的 一 个 方法 . 
命题 25.3 设 gi(*),g,(x) 为 区 间 a < x 志 6 上 定义 的 连续 函数 . 设 
B= |{(x,y) la sx <b,g(x) <y < g(x)|. 
如 果 f(x,y) 在 .史上 连续 , 则 


的 cad = [(f OA) (25. 6) 
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证 明 ”对 区 间 a <% 三 /中 一 个 固定 的 *, 令 4(x) 表示 画 在 下 图 那 一 片 的 
面积 . 


由 定义 ,4(*) 由 积分 


2(5) 
4A(®) = fs) dy 
给 出 .在 .2 和 曲面 : =/(x,y) 之 间 的 立体 区 域 的 体积 因此 是 4(x) 的 积分 ,那么 
我 们 就 已 经 证 明了 命题 : 


iy [A =- 人 (Men 


命题 25. 3 表明 许多 二 重 积分 可 以 被 转换 为 累 次 的 单 重 积 分 鉴于 前 面 ( 警 
如 第 十 七 章 ) ,已 发 展 起 来 的 技术 ,我 们 在 命题 25.3 中 有 了 用 于 计算 二 重 积分 
的 一 个 有 力 的 方法 . 现 用 多 个 例题 来 解释 它 . 
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例 25. 4( 三 角形 区 域 ) ”考虑 由 x 轴 ,直线 y = 3x( 其 中 0 < x < 1) 和 直线 
x = 1 围 成 的 区 域 多. 计算 


和 + y) dxdy. 
. 需 


我 们 首先 描画 出 区 域 . 史 . 


这 时 g(x) = 0,g(*) = 3x, 我 们 可 以 计算 此 积分 如 下 ， 
J +r) dy =[ (Fe + 7) dy) 
党 
=[ (2y + ) dr 
=[ (ae ea 


=-( 半 + 时 - 
4 4 0 

例 25.5 设 . 多 为 由 曲线 y = x +1,y = w+2 和 直线 x = 0,x = 1 围 成 
的 区 域 . 计算 
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ydxay. 
六 
这 时 的 区 域 被 画 在 上 图 中 ,此 积分 计算 如 下 : 


Jard =-[( 太 ay)d 


xy) ix((x +2)* — (x +1)2) 

= 人 2 ER = 上 2 dx 
| 6 3 和 4 2 

=[ MX(X 十 4x + + 2x + Dy 


8 村 和 
a 
二 
16 5 10 3 2 
注 ”有 些 情形 ,最 方便 的 描述 区 域 史 的 形式 是 
B= {x,y) [hi(y) sx <h(y),c sy <d}, 
即 .多 是 由 曲线 x = hi(y) ,x = h,(y) 和 直线 y = c,y = d 围 成 的 . 这 时 我 们 有 
一 个 命题 25. 3 的 类 比 :Kx,y) 在 .史上 的 积分 由 


Nx,7) dxdy 二 [fA es)ay 25 了 
名 AT(7) 


给 出 . 
例 25.6 计算 J +y)dxdy, 其 中 多 是 由 曲线 x = ,x = +1 和 直线 
需 
7 = 0,y = 1 围 成 的 区 域 . 


描绘 史 如 上 图 ,而 积分 的 计算 为 
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x + mdxdy =[ je + y) dx)dy 
多 和 


2 x=y2+1 


例 25.7( 反 转 积分 顺序 ) ”在 积分 
[ (| (YX 十 y) dx)dy 


中 反 转 积分 的 顺序 . 
在 此 例题 中 积分 的 区 域 由 满足 
Os<sy<l,y<x<Yy 
的 点 (x,yY) 的 集合 构成 . 这 可 以 重 写 为 
Osy<x<y<1, 


或 者 
0O<x<1lN/x<y<x. 
因此 
I(f Gx + pdr)dy = (fx +y)dy)a. 
§25. 3 的 习题 


在 下 列 习题 中 计算 所 给 区 域 .多 上 的 二 重 积分 Jrx,y) dxdy. 用 你 的 CAS 得 到 .多 的 一 张 略图 
:于 


以 及 z = f(x,yY) 在 闭 中 的 一 块 . 

(1)f(x,y) = xy, 其 中 哆 是 由 直线 x = 0,y = 3x 和 y = 6 围 成 的 三 角形 区 域 . 

(2)/(x,y) = 和 + 入 ,其 中 多 是 由 * 轴 ,直线 * = 2 和 y = x +1 围 成 的 三 角形 区 域 

(3)f(x,Y) = x +7, 其 中 .多 是 由 曲线 y = **,y = x* +2 和 直线 x = 0 和 x = 1 围 成 的 区 域 

(4) f(x,y) = x*y -x, 其 中 . 史 是 由 曲线 y = x',y = x? +3 和 直线 x = 0 和 x = 1 围 成 的 区 
域 . 
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(5) f(x,y) = 2xy + xy, 其 中 . 罗 是 由 有 曲线 x = 大,z = 大 +2 和 直线 y = 0 和 y = 1 围 成 的 
区 域 . 

(6) f(x,y) = 2x - 7, 其中. 史 是 由 曲线 x = 7 ,x = 多 +3, 和 直线 y = 1 和 y = 2 围 成 的 区 
域 . 

(7)f(x,yY) = 4y, 其 中 名 是 由 xz 轴 和 曲线 y = sin(x) ,0 三 x < ~" 围 成 的 区 域 . 

(8)f/(x,y) = x +y, 其 中 多 由 曲线 y = ,y= (0 < x < 1) 围 成 的 区 域 . 

(9)f(x,y) =x+y, 其 中 .多 是 由 曲线 x = 大 ,* =P(0<y 大 1) 围 成 的 区 域 . 

(10)f(x,y) = 3x, 其 中 多 是 圆 盘 妇 + 六 三 9. 

(11)f(x,y) = 3y, 其 中 .多 是 圆 盘 x* +y < 9. 

(12) Kx,y) = x +y, 其 中 .多 是 圆 盘 妇 + 大 大 9. 

在 余下 的 习题 中 反 转 积分 的 顺序 . 用 你 的 CAS 计算 两 种 积分 来 检验 答案 ， 


(3)[ (aodr Oof fe -7) dx)dy. 


a yarar (0 [ (ar) 
25.4 ” 极 坐 标 下 的 二 重 积 分 


有 一 点 是 清楚 的 , 即 不 管 我 们 在 积分 上 技术 如 何 高 超 , 二 重 积 分 完全 是 个 
挑战 . 困难 在 于 上 面积 分 的 区 域 可 能 是 由 一 个 复杂 的 描述 给 出 的 ( 即 由 那些 错 
综 复 杂 的 函数 给 出 的 曲线 围 成 的 ). 如 果 从 不 同 的 几何 角度 璧 如 极 坐 标 来 看 待 
我 们 的 区 域 ,其 结果 是 计算 可 以 被 大 大 地 简化 . 

回想 在 xy - 平面 中 任意 一 个 点 (*,y). y 
可 以 令 

x = rcos(0),y = rsin(8) 
转换 为 极 坐 标 (y,9). 进一步 我 们 可 以 把 两 
个 变量 *,y 的 函数 

z = 人 故 x,y) 
转换 为 极 坐标 (y,9) 的 函数 为 

z = f(rcos(08) ,rsin(0)). 

例 25.8 将 函数 z = x + 2x +y 转换 为 两 个 极 坐标 变量 (y,0) 的 函数 . 

替换 zx = rcos(6),y = rsin(0) 到 我 们 的 函数 z = x? +2x + y 中 产生 了 

z =Y (cos(0))’ +2rcos(8) + 7 (sin( 0) 2 
=y ((cos(0))’ + (sin(0))’) + 2ycos( 0) 
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=》” + 27ycos(0). 
因此 z = y + 2ycos(9) 是 所 需要 的 极 函 数 . 
我 们 现在 转向 一 般 的 二 重 积分 
Cx,7) dxdy (25. 8) 


驶 

其 中 f(x,y) 是 在 有 界 区 域 .史上 的 连续 函数 , 如 果 .多 是 圆 形状 的 (或 明显 的 一 个 
极 坐标 区 域 ) , 则 将 整个 积分 变换 为 极 坐标 下 的 积分 可 能 使 计算 (25.8) 在 实质 
上 更 加 容易 . 我 们 现在 详细 阐述 这 是 如 何 做 的 . 

要 开始 这 个 解说 需要 标准 极 区 域 这 个 概念 . 固定 实数 a < b 和 a < 有 定义 
一 个 标准 极 区 域 为 集合 

{ (x,7) |x = ycos(0),y = ysin(0),a <r<b,a<0<Bl. 
在 极 坐标 下 的 标准 极 区 域 具 有 我 们 熟悉 的 形式 
{(r,g)|jc<r<bae<b< 有 8， 


它 被 描绘 于 下 . 


标准 极 区 域 的 面积 4( 其 推导 见 § 22.3) 由 下 面 公式 给 出 : 
4 =36°(B -Qa)- Fa(B -a) 


(5 a)(B -a) 
=3(a +6)(b -a)(B -a). (25.9) 


现在 回 到 在 xy - 平面 上 的 已 知 区 域 .多 . 
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我 们 打算 将 前 面 所 考虑 过 的 矩形 网 格 | 
(在 有 界 矩 形 上 ) 换 为 在 一 个 标准 极 区 域 上 
的 一 个 极 网 格 , 此 极 区 域 (下 图 中 的 4BCD) 
围 住 了 我 们 的 区 域 
把 外 围 的 标准 极 区 域 的 每 边 分 成 N 等 分 
来 构造 极 网 格 并 产生 了 NM 个 较 小 的 标准 极 


区 域 的 网 格 ( 这 里 的 N 自然 是 个 大 整数 ). x 


为 了 利用 我 们 的 网 格 ,我 们 专注 于 涂 了 阴影 的 在 (r ,6,) 的 小 小 的 标准 极 区 
域 ,并 试 着 计算 它 的 面积 . 把 此 标准 极 区 域 置 于 “ 显 微 境 ” 下 并 标 出 它 的 端点 ， 


(ri 0i+1) 


{ri 8) 
{rir1, Oi+1) 


(HE 


我 人 有 :其 中 -n= “元 2,g。 - 6, = 二 因此 由 (25.9) 这 个 小 小 的 标准 
极 区 域 的 面积 是 
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(b -a)(B- 
去 (mi tn)(rin -ri)(0 -0) = 于 (rs + 7,) a a 


我 们 现在 要 在 极 坐标 下 计算 原来 的 积分 .定义 函数 
FUR ed 
0， 如 果 (r,6) # 多， 
它 把 此 区 域外 的 和 区 域 里 面 的 点 区 分 开 来 . 二 重 积分 (25. 8) 现在 可 以 被 表示 为 
下 面 和 的 极限 : 


以 ray 


N WN 
lm EB Dor(r,0) + Aricos(0,) ,rsin(0;)) 


1 


Lr, + rn) -站 从 = 中 (25. 10) 
回忆 nt -r= “部 ,我 们 有 
Ctr) = 六 + 二 
对 极 大 的 N, 我 们 有 


将 此 代入 (25. 10) 得 
人 rdrdy 


= lim 名 2 6rCri,0,)f ricos( 0,) ,TiSin( 0,) ) r， ws 2 -0 
我 们 断言 上 式 右 端 即 是 极 积分 : 
I rcos(0) ,rsin(6) )rdrdg 


= lim 2 2 6r(ri,0,)f(ricos( 0,) ,TiSin( 0,) )r; 全 5 
要 证 明 这 个 等 式 , 回 想 一 下 我 们 已 经 在 $ 25. 2 中 证 明了 对 任意 在 . 略 连 续 的 函 
数 g, 有 
el,») dray = lim > DY br Cxi,y;) (xi,y,) > -0 de (25. 12) 
次 
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另外 ,可 以 随意 地 改变 变量 的 符号 ,用 (r,9) 换 掉 (x,y) ,(a,B) 换 掉 (c,d). 因而 
我 们 有 
人 re)drde = Dy D6a(r,0) elr.,0) :他 二 从 = 中 
现在 选择 g(r,0) = f(reos( 0) a “7, 便 推导 出 (25. 11). 
我 们 的 讨论 建立 了 基本 公式 
Nx,y) adrdy = Nreos( 0) sin(9)) . rdrdb. (25. 13) 


4 


25.5 极 坐 标 下 二 重 积分 的 计算 


考虑 在 r6 -平面 中 一 个 有 界 区 域 . 史 , 其 边界 由 已 知 函 数 g,(09) ,g,(9) 和 直 
线 9 = a,9 = B 组 成 . 由 定义 ,区 域 . 罗 由 包含 了 满足 条 件 
a<0<B,s(0) <r<g,(0) 


的 点 (r,9) 组 成 . 


这 时 (类 比 于 命题 25. 3) 我 们 有 等 式 
hr, aray Ei [(f freos 0,rsin 0)rdr)de. (25. 14) 


例 25. 9{ 在 原点 的 圆 盘 ) ” 设 多 为 半径 a, 中 心 在 xy - 平面 原点 的 圆 盘 . 计 
算 积分 
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站 x 十 y ) dxdy. 
区 域 多 对 极 坐 标 下 的 积分 来 说 是 个 完美 的 选择 . 我 们 先 把 多 作为 一 个 极 区 
域 描述 :每 个 点 (7r,9) e 多 满足 0 <r<a 和 0 < 09<2"w. 因 此 
es + y ) dxdy = 人 (ff (reos(0))* + (rsin( 0))’)rdr)do 


= ([ ra)de =232- 


例 25. 10( 平 移 了 的 圆 盘 ) ” 设 多 为 半径 a, 中 心 在 x = a,y = 0 的 圆 盘 . 


了 


计算 积分 
[axay. 
多 
我 们 还 是 首先 用 极 坐标 来 表达 灸 将 多 在 直角 坐标 中 的 方程 


(x -a)’ +y =a’ 
通过 变换 x = rcos( 9),y = rsin(9) 转换 为 极 坐标 来 完成 此 项 工作 . 我 们 得 到 
(rcos(0) -a)’ + (rsin(0))* = a’. 
展开 此 方程 给 出 
r(cos(0))” -2arcos(0) + +r(sin(0))* = @’, 
因而 有 
r = 2acos( 0), 


其 中 - <0< 所 讨论 的 积分 现在 可 计算 如 下 : 


xaxay -LF ot rdr)dg 
多 
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(6) Seco 0 Ee 


三 ees 
2 


8$ 25. 5 的 习题 


在 下 列 习题 中 ,用 转换 为 极 坐标 的 方法 计算 区 域 . 咯 上 的 二 重 积分 | x,y)drdyr 用 你 的 CAS 
深 


得 出 .有 和 . 轩 上 曲面 z = f(x,y) 一 片段 的 描绘 图 . 

(1)Kxz,y) = x + 六 ,其 中 . 罗 为 圆 盘 x* + < 4 在 第 二 象限 中 的 那 部 分 . 

(2)f(x,y) = y, 其 中 .多 为 半径 2, 中 心 在 (2,0) 的 圆 盘 . 

(3)f(x,y) = xy, 其 中 . 罗 为 圆 盘 x* + < 9. 

(4) f(x,yY) = x, 其 中 . 交 为 由 直线 y = 0,y = V3 :x 和 半径 为 1( 中 心 在 原点 ) 的 倒转 成 的 区 
域 . 

(5)/(x,y) = Vx +y ,其 中 交 是 心 形 线 r = 1 + sin(9),0 < 9 < 2m 围 成 的 区 域 . 

(6)f(x,y) = y, 其 中 .多 是 由 临 线 r = 3 + 2cos(9) ,0 < 8 < 27 转 成 的 区 域 . 


25.6 用 二 重 积分 计算 面积 和 体积 


在 $25.2 中 我 们 已 经 证 明 ,如 果 z = .f(x,y) 是 在 xy -平面 上 一 有 界 区 域 .多 
上 的 连续 非 负 函 数 , 则 在 曲面 z = f(x,y) 下 方 和 ,史上 方 之 间 立 体 的 体积 了 由 二 
重 积分 


V = Ax,7) dxdy (25. 15) 


过 
给 出 ,但 需 假设 此 积分 存在 . 区 域 多 的 面积 
可 以 由 此 二 重 积分 令 /(x,y) = 1 重 现 出 来 : 


4 = ao (25. 16) 
我 们 以 若干 例题 来 解释 这 些 公式 (这 将 表 
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明 二 重 积分 较 之 于 单 重 积 分 更 容易 计算 体积 和 面积 ). 

例 25.11 求 在 曲面 z = xy + e 和 xy ~ 平面 上 和 矩形 |(x,y)10<x<1， 
0 <y < 2| 之 间 的 立体 的 体积 . 

方程 (25. 15) 规定 了 


V= [bh Gey + ear)dy = [re-Ddy= 1+2e-2=2e-l. 


例 25.12 求 半径 RR 的 球 的 体积 . 这 个 
例子 的 几何 图 形 显然 适合 于 极 坐 标 . 在 xy - 
平面 上 半径 为 R 的 那个 带 阴 影 的 圆 由 所 有 点 
(7,0) ,0 志 r < R,0 < 909<27 组 成 . 进一步 ， 
我 们 断言 此 半球 面 由 极 函 数 

z= MVR-r (25. 17) 


给 出 . 
要 验证 它 , 我 们 注意 到 在 直角 坐标 下 任 
意 在 此 半球 面 上 的 点 (x,y,z) 满足 方程 x** + yy +z = RR ,这 意味 着 
z= VR -x yy 
转换 为 极 坐 标 ( 即 令 x = rcos(6) ,y = rsin(9) ) 便 有 了 (25. 17). 
所 讨论 的 体积 因而 有 了 一 个 用 极 坐 标的 二 重 积分 形式 


V=2. [Lf VR’ - mrdr)jdb 
我 们 用 蔡 换 
u=R -rr,du =-2rdr 


来 计算 那个 内 层 的 积分 , 它 让 我 们 容易 地 算出 想 要 的 体积 ; 


fj 
=2. [ (fe: ee)ae 


= 2. 258 _ 4nR 
3 ”3 
例 25.13 通过 二 重 积分 计算 由 曲线 y = x?* 和 y = 3x 围 成 的 xy - 平面 上 
的 区 域 的 面积 4. 
按照 (25. 16) ,此 区 域 的 面积 由 下 面 的 二 重 积分 得 到 : 


4=[ (fie) = {3-2)ar = -9 
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$25.6 的 习题 


用 二 重 积分 求 下 列 在 xy - 平面 上 区 域 .多 的 面积 . 用 你 的 CAS 画 出 每 个 .多 的 边界 
(). 罗 为 第 一 象限 中 由 曲线 y = x* 和 y = x* 围 成 的 区 域 . 

(2) .多 为 第 一 象限 中 由 曲线 x = YY 和 * = x 围 成 的 区 域 . 

(3). 史 为 曲线 y = x* 和 直线 y = -3x -2, -2 <x < -1 息 成 的 区 域 . 

(4) 甸 的 两 个 圆 盘 ** + 三 4 和 x + (y -2) < 4 的 相交 部 分 . 

(5). 罗 为 直线 y = x 和 曲线 x + y = 2 围 成 的 区 域 . 


(6) .多 为 第 一 象限 中 由 直线 y= 1 - * 和 曲线 y = 二 围 成 的 区 域 


(7). 罗 是 半径 -的 图 . 

求 下 列 立体 0 的 体积 

(8)Q 是 在 平面 2x +y -z = 2 之 下 而 在 矩形 1 < x <2,0 < y < 1 之 上 的 立体 区 域 

(9)Q 是 在 平面 * -2y + 3z = 4 之 下 而 在 矩形 -1 <x<1,0 <y<2 之 上 的 立体 区 域 

(10) 是 在 曲面 z = XYy + ex 和 矩形 0 二 x 大 1,0 和 yy 和 1 之 间 的 立体 区 域 . 

(11) 2 是 位 于 曲面 z = sin( "(x +7)) 和 和 矩形 0 < xs 二,0 <y < 二 之 间 的 立体 区 域 

(12) 2 是 在 椭圆 抛物 面 z = x** + 27 之 下 而 在 顶点 为 (0,0,0) ,(1,0,0) 和 (0,1,0) 的 三 角形 
之 上 的 立体 区 域 . 


(13) 是 位 于 曲面 : = xy 之 下 而 位 于 (xy - 平面 的 ) 由 直线 y = x 和 曲线 y = x 围 成 的 区 
域 之 上 的 立体 区 域 . 
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25.7 “二 重 积分 的 换 元 法 


设 z = /xy) 为 定义 在 有 界 区 域 .史上 的 连续 函数 , 在 $ 25. 4 中 我 们 已 显示 
在 变化 到 极 坐 标 ( 通 过 x = rcos(9),y = rsin(6) ) 后 二 重 积分 变换 为 


人 xm)dzdy = 人 reos(e) ,rsin( 0)) .rdrd9 
雾 痪 


即 dxdy 变换 为 rdrd8 基于 这 个 成 功 的 经 验 , 我 们 受 启发 ,提出 下 面 更 一 般 的 问 
题 : 
问题 ”如 果 考 虚 任 意 一 个 换 元 
% = BI(u,V0),Y = Bg2(u,v) 
其 中 wo 为 新 变量 ,我们 如 何 把 二 重 积分 
人 wdrdy 
过 
变换 为 涉及 变量 u 和 vw 的 积分 ? 
由 于 函数 所 xz,y) 显然 变换 为 f(g (u,v) ,g,(w,v) ) , 故 所 考虑 的 问题 等 于 是 
问 dxdy 发 生 了 什么 变化 ? 
为 了 处 理 这 个 问题 ,我 们 首先 回顾 单 变 元 的 情形 . 考虑 变换 
% = g(u) 


X= g(u) 


b 
一 一 
at g(u) gluth) 
wu 轴 x 轴 


其 中 心 为 新 变量 ,& 为 可 微 的 一 对 一 的 函数 ,从 几何 上 看 ,我 们 有 下 面 的 图 形 . 
当 有 一 0 时 在 w 轴 上 的 小 区 间 [u,u +h] 被 变换 为 区 间 [g(u) ,g(z +h)]， 
由 于 按 假定 g 是 可 微 的 (因而 连续 ) , 它 自身 也 是 个 小 区 间 . 因此 
dr ~ g(u +h) - g(u) ~ 8'(u)du 
从 而 任 一 积分 


[ad 
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变 为 
-1(6) 
[ fel) eu du 
在 两 个 变量 的 情形 , 当 我 们 有 变换 
x% = gi(u,v),y = g,(u,v) 

其 中 g, ,g, 为 可 微 的 一 对 一 函数 ,u,v 为 新 变量 时 , 定义 g(. 罗 ) 为 所 有 使 得 
((gi(u,v),g2(4,v0)) e 兄 的 点 (u,v) 的 集合 . 我 们 将 假定 每 个 点 (x,y) e .多 
都 是 u,v -平面 中 一 个 唯一 的 点 (u,v) 的 像 . 几何 上 看 ,这 个 变换 在 一 个 小 矩形 
上 的 影响 是 把 它 朝 四 个 方向 拉 . 


(uth,vtk) 


y= g2(u, v) 


(wv) (uth, v) 


u 


(gi(u, v + h), g2(u, v + h)) (gi(u + h,v), gs(u + h, v)) 
, V), , 
2 


j 7 
x 


(g1(u,w), ga(u,0)) 


当 h,k 一 0 时 ,在 w -平面 上 一 个 小 矩形 的 面积 增 量 被 变换 为 xy - 平面 中 
一 个 小 的 面积 增 量 . 设 T, 和 7, 为 xy - 平面 上 的 向 量 , 它 近 似 于 xy - 平面 上 面 
积 增 量 的 边 . 由 定义 ， 
Ti= (gi(uv+hk) -guv))i+t (ga (u,v +k) - gu,0))j 
T= (gi(u+h,v) -guv))i+t (gu +h,v) - g, (u,v) )j, 
因此 


T = ( 所 2 db 二 (2 二 % 
ov ov 
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7 ~ (人 + 521)du = (Be + 2 )du 


du’ 
然而 uv -平面 上 此 区 域 的 面积 近似 地 由 这 两 个 向 量 T, 和 也 的 叉 积 , 即 
2 = |ox 0y _ x07 
dedy ~ |T, x T, | du dv Ov ou oide 


给 出 . 上 面 的 计算 使 我 们 想 出 了 下 面 的 重要 定义 . 
定义 ” 设 x = gi(4,9),y = g,(u,v) 为 可 微 函 数 ,它们 定义 了 一 个 变量 替 
换 . 这 个 变换 的 雅 可 比 ( 行 列 式 ) 被 定义 为 


0(%,7) 9x 9y 9x 97 2 
9(u,v) dud dv ou (25, 18) 


对 前 面 讨论 的 仔细 而 详尽 阐述 产生 出 下 面 的 命题 . 
命题 25.14 设 /(x,y) 为 xy -平面 中 一 个 有 界 区 域 . 多 上 的 连续 函数 . 设 
x = g1(u,V),Y = 82(2) 
为 坐标 变换 , 其 中 函数 g| 和 g, 假定 为 一 对 一 和 可 微 的 . 那么 在 假定 每 个 
(x,y) € . 史 都 是 (uv - 平面 的 ) 某 个 唯一 的 点 (u,v) 的 像 , 则 下 面 的 等 式 成 立 ; 


dudv (25. 19) 


«pay = fg (ut) ga(u10)) | 


8-1( 洁 ) 
但 假定 对 所 有 (u,v) e & (多 ) ， 


[2 x0 
9(u,v) 


例 25.15 计算 由 x = reos(9),y = rsin(0) 给 出 的 极 坐 标 变 换 的 雅 可 比 . 
由 定义 我 们 有 


0(%,7) _ Ox%0y Ox0y 
a9(r,0) gr 90 ar 


= (cos(0)) . (rcos(9)) - (— rsin(0)) . (sin(0)) 
=r((cos(0))’ + (sin(0))’) = 


例 25.16 计算 变换 x = w 和 y = 立 的 雅 可 比 
这 时 我 们 有 


9(%,y) gx 9y gx 9y 


a(u,v) Gud Ov ou 


-( 动 -4 坟 - 疾 
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例 25.17 已 知 数 a,b > 0, 证 明 
人 dxdu = 7ab. 


到 ;他 <1 
02 妇 
我 们 用 一 个 经 典 的 技巧 来 算 此 积分 . 想法 是 消去 区 域 多 的 定义 的 分 母 . 设 
xx = ou 和 7y = 加 .于 是 
a(xjy7) azay axay 
(u,v) Bud ou ， 


从 而 我 们 的 积分 成 为 
[ abdudv = mab, 
+ 
这 是 因为 单位 圆 的 面积 为 1. 
例 25.18 用 换 元 x = uv,y = 二 变换 二 重 积 分 
和 ylerdxdy 


为 一 个 uv - 积分 . 

恰 如 例 25. 16 ,25. 17 那样 ,这 里 提出 的 换 元 是 由 于 我 们 期 望 把 原来 的 区 域 
转换 为 能 更 容易 处 理 的 区 域 ( 这 里 是 一 个 圆 ) 而 想 出 来 的 . 这 个 变换 的 雅 可 比 
在 例 25. 16 中 算 过 , 即 | 


因此 


§ 25.7 的 习题 


用 你 的 CAS 计算 下 列 变换 的 雅 可 比 . 
(1)x = rsin(8),y = rcos(0). (2)x = 3u +2,y = uy 


(3)x = ve’,y = ue', (4)x = cos(wu +v),y = sin(u -vv). 


第 二 十 五 章 的 附加 习题 


用 所 提出 的 坐标 变换 计算 下 列 的 二 重 积分 . 
(5) 
[ 2xdxdy， 


[| 
O02x+ye2 
L+t _v-2u 


令 届 =x~-yv =2x+7Y, 即 x = 3 3 


(6) 
(x +yY)dxdy， 


Oz+2y€2 
-lex-3rs]l 
3u+t+2 下 一 2 


令 w =x+2yb=x-3y, 即 x = 
(7) 
xydxdy, 


1&3x~2y&2 
2«r+3y3 


今 


UU=3x -2 = x +3y. 
(8) 
e*'?dxdy. 


0<xr-27<2 
Os2r+yel 


J 3xdxdy, 
lax(1~y) 3 
lsxys2 


今 x = ee 
令 % =u+v,y zr (10) 


(9) 


】 ”axdr， 
tl 


站 


令 x = 2rcos(g),y = 3rsin(0). 


第 二 十 五 章 的 附加 习题 


计算 函数 /x,y) 在 所 给 区 域 .多 上 的 二 重 积分 . 
(Df(x),7) =3x7y -4yx ,B= xy)1-1<x<l-2<y<2|. 


(DH) = 一 -一 , 罗 = | (xy)10<xs20<y<3|. 


i 
(3)fx,y) = In(xy) + ,. 罗 是 由 曲线 x = 1,y = 0 和 y = w? 围 成 的 区 域 . 


“397 ， 
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(4)f(x,y) = x -xy ,其 中 . 史 为 曲线 y = x 和 y = 3x -x 围 成 的 区 域 . 
(5)f(x,y) = x ,其 中 . 史 为 由 曲线 xy = 1,y = x 和 y = 2x,x =0 围 成 的 区 域 . 
反 转 习题 (6) ,(7) ,(8) 中 积分 的 顺序 . 用 你 的 CAS 计算 这 两 种 二 重 积 分 以 验证 你 的 答案 . 


2 (4 -7)dyrjar 


Df 月 (VS 
© (oF) 


用 你 的 CAS 画 出 下 列 区 域 多. 然后 计算 f(x,y) 在 此 . 咯 上 的 二 重 积分 , 
(9) 罗 = |r = 6sin(39) | (三 辨 玫瑰 ), f(x,y) = 1. 


(10). 罗 为 三 拆 玫 瑰 , f(x,y) = 一 


1+w + 

(1) 罗 = jr = 7sin(59)1 (五 办 玫瑰 ), f(x,y) = xy. 

(12). 罗 = {3r = 2cos(49)|, f(x,y) = 2 7 
1l+y 

求 下 列 立体 的 体积 ,用 你 的 CAS 得 出 其 三 维 图 形 . 

(13)f(x,y) = 1, 其 中 x** + < 16. 

(14)f(x,y) = x* +y ,其 中 0<x<1,0<y<1l. 

用 你 的 CAS 计算 下 列 变换 的 雅 可 比 . 


(15)x = we’,y = ww -oi. 


(16)x = (4 -3)，,y = 于 (ez + v). 
计算 下 列 的 二 重 积分 . 
{17) 
4ydxdy. 
lex(2-y) <4 

ls2xry<3 
(18) 

exp(3x + 2y) dxdy. 


Osr-3ya4 
Or2r+1 4 


26.1 三重 积 分 和 第 四 个 维 数 


设 w = Kx,y,z) 为 三 个 变量 x,y,z 的 连续 函数 . 设 人 0 是 个 三 维 的 立体 区 域 
问题 ”我 们 能 够 实现 函数 w = /f(x,y,z) z 
当 (x,y,z) 遍历 ( 三维) 区域 Q 时 的 图 形 显示 吗 ? 一 ? 


如 同 前 面 已 经 讨论 过 的 那样 ,这 个 问题 中 (LO 
提 到 的 图 形 显示 要 求 我 们 建立 一 个 四 维 坐标 
系 (%,y,z,w) ,以 四 条 相互 垂直 的 直线 为 轴 . 不 
幸 的 是 ,关于 这 点 甚至 连 模仿 着 去 画 第 四 根 轴 


都 是 不 可 能 的 ,因而 我 们 的 讨论 只 能 建立 在 生 
动 的 想像 和 (谨慎 的 ) 形式 推广 的 结合 上 了 . “ 


了 


十 


小 区 间 小 正方 形 
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暂且 回 到 描绘 在 上 图 中 的 一 维和 二 维 的 情形 . 在 定义 于 * 轴 上 的 连续 函数 
y = A(x) 的 图 像 中 ,一 个 小 区 间 映 成 二 维 空间 中 一 段 小 弧 . 相似 地 ,在 xy -平面 
上 的 函数 z = A(x,y) 的 图 像 中 ,一 个 小 正方 形 映 成 三 维 空间 中 一 小 片 曲面 . 

现在 考虑 在 三 维 空间 上 的 连续 函数 w = f(%,y,z). 在 这 种 情形 ,一 个 小 的 立 
方 体 被 映射 成 一 个 小 的 三 维 立 体 区 域 . 这 个 立体 区 域 以 距离 w = f(x,y,z) 被 投 
射 进 了 第 四 维 . 当 我 们 穿 过 立体 区 域 Q2 时 ,w = f(x,y,z) 的 图 像 显 示 将 是 一 个 三 
维 的 物体 (2', 它 在 四 维 空间 中 扭曲 和 翻转 . 


这 
外 革 避 Se 
次 映射 出 的 立体 
Ey ; 2 
; 击 
小 立方 体 


x x 


假定 w = 用 x,y,z) 的 图 像 显 示 位 于 xyz - 空间 上 方 , 即 w = f(x,y,z) > 0( 换 
而 言 之 , 被 投射 到 zw 的 正 向 ) ,我 们 可 以 直观 地 定义 


Nx,7,2) drdydz (26. 1) 
n 
为 2 与 xyz - 空间 之 间 的 体积 . 


在 fx,y,z) = 1 的 特殊 情形 ,我 们 的 三 重 积分 则 直接 产生 了 立体 2 的 体积 
V( 012): 


faxdya: = V(O). (26. 2) 


n 
ww = 用 x,y,*) 的 积分 的 准确 定义 是 $ 25. 2 中 二 重 积 分 定义 的 形式 推广 . 我 
们 先 假定 2 是 有 界 的 , 即 存 在 一 个 长 方 体 箱子 B 使 0 在 B 中 . 


26.1 三 量 积 分 和 第 四 个 维 数 “401 ， 


x 


由 定义 ,B 有 形式 
及 =j|(x,y;z)1as 和 xspbcsysde 和 z 和 月, 而 且 为 了 区 分 如 中 的 点 
与 外 的 点 ,我 们 定义 ( 恰 如 我 们 在 上 一 章 所 做 过 的 ) 
_ [1, 如 果 (x,y,z) e 2 
es [ot ¢ 0 
如 果 另 外 再 假设 2 的 表面 不 自 交 ,我 们 便 可 定义 


J 


Nn 站 


= limZ 2 DB Bol ss) syn) 


= j=i 


.人 (de (26. 3) 


其 中 a < x <x < <ry =bc < <y < <yy=d,WMhRe <z < 
< … < zy = 了/ 为 间隔 相等 的 点 . 

当 我 们 专注 特殊 情形 02 = 中 时 , 则 5p(x*,y,z) 只 要 (x,y,z) e 8 都 等 于 1, 而 
我 们 那个 看 起 来 十 分 麻烦 的 积分 化 成 了 累 次 的 单 积分 , 即 


Cx ,3,2) drdyd: = [([ (fs) er) )e (26. 4) 
当然 ,上 面 的 累 次 积分 可 按 任何 顺序 计算 . 


. 402 ， ”第 二 十 六 章 。 三 重 积分 
例 26.1 设 B = ji(x,y,z)10<x<1l,l1<y<2,-1<z<0|. 计 算 
fj (xz2yz + ye ) dxdydz 
8 
累 次 积分 给 了 我 们 
| (zyz + 0) drdydz = [ (f ( [erz + ye™™) de)dy)de 
-人 (人 (rete-D)) 


-全 +e(e-D 关 


=- 寺 re Te 
§ 26. 1 的 习题 
计算 下 列 积分 . 用 你 的 CAS 检验 你 的 计算 . 
CD [ [zdrdyds. Ef fe + +2)dxdydz. 
3) {ey + xz) dxdydz. Cf ey +s) dxdydz 
(5) [ [ [ Tsardyde (6) [ [ [yeeos( mxy/2) dxdydz. 


(7) 假设 0 < fx,y,z) < 内 对 在 立体 区 域 2 中 所 有 点 (x,y,z) 均 成 立 . 证 明 
Ns aye < M .体积 (0). 
(8) 假设 0 < fx,y,z) < g(x,y,z) 对 立体 ,区 域 人 中 所 有 点 (x,y,z) 均 成 立 . 证 明 
NC#,7,2) drdyas < eCx,7,a) drdyas. 
| n 


(9) 设 P(z,y,z) = 所 xz) g(7Y)*h(z). 假设 fx),g(y) 和 h(z) 分 别 在 区 间 a < x < 6， 
cs<sy<d, 和 e <z<f 上 连续 , 设 介 表示 箱子 
02= (x,y,2)lasx<sbcsysdeszrs<hf. 


证 明 


oe ra = (Awad)( [enar)( acs) a) 


26.2 三重 积分 的 计算 .403 ， 


26.2 ”三重 积分 的 计算 


在 这 节 我 们 要 阐述 一 个 积分 技术 ,在 由 两 个 曲面 z = s,(x,y) 和 z = s,(x,7) 
所 围 成 的 立体 人 2 上 进行 积分 . 


z z 
z= $2(%, ») 


z=51(%,) 


所 讨论 的 立体 可 以 把 这 两 个 作为 边界 的 曲面 相互 县 放 一 起 而 看 出 来 . 想像 一 
下 ,一 束 亮光 从 上 面 平行 于 z 轴 的 方向 直接 照 向 人 2 2 的 影子 立刻 出 现在 xy - 平 
面 上 . 影子 自身 是 xy - 平面 中 一 个 区 域 史 : 它 是 人 在 xy - 平面 上 的 垂直 投影 . 


z pa z pt 


Xx 


每 个 点 (x%,y,z) e 人 满足 性 质 (x,y) e . 史 和 
Ss1(X,y) Sz < s(x,7y). 
可 以 证 明 ( 但 我 们 不 停留 于 这 里 的 细节 ,其 论证 相似 于 §25.3 的 那个 证 明 ) 此 
.三 重 积分 可 以 先进 行 一 个 单 重 积 分 ,然后 再 进行 一 个 二 重 积分 : 


,7,2) dxdya: = fl "flrsys2) de)drdy, (26. 5) 
和 多 “57 
例 26.2 计算 积分 
zaxayaz, 
nn 


其 中 2 为 画 在 下 面 的 三 角 棉 形 . 
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在 这 个 问题 中 曲面 : = %(x,y) 是 平面 z = 3, 而 曲面 z = s(x,y) 是 通过 点 
(0,0,3) ,(1,0,3),(0,4,6) 的 平面 . 这 后 面 的 平面 方程 可 以 用 $21. 2 的 方法 
得 到 , 它 是 4z - 3y = 12. 


平面 
z= 3+3y/4 


2 区 域 .一 一 、 y 
x x 


在 xy - 平面 的 垂直 投影 是 矩形 . 罗 :0 < x < 1,0 < y < 4. 因 此 
aaa EE (| edx) dxdy 


26.2 “三重 积分 的 计算 405. 


注 “本 节 中 我 们 只 注意 了 积分 的 立体 由 曲面 z = s,(x,y) 和 z = s,(x,y) 转 
成 . 但 也 可 能 考虑 立体 由 函数 
y =t(x,2),y = t,(x,2), 
或 者 
x = u(y,2),% = u(y,2), 
围 成 的 情形 . 这 时 的 连续 函数 (x,y,z) 在 人 上 的 三 重 积分 分 别 由 下 面 公式 给 
出 : 


I a dy)dzdz， 


[I f(x,y,2) dx )dydz, (26. 6) 


其 中 二 重 积 分 的 区 域 分 别 是 2 在 xz - 平面 和 yz -平面 的 垂直 投影 . 
例 26.3 计算 例 26.2 中 三 角 横 形 的 面积 V(0). 
这 时 的 积分 更 简单 一 些 : 


V(N) = i 1dxdydz 


= 人 (Fa)andy 
= [[ (3 )dxdy 


= [ 3ydy =6 


8$ 26. 2 的 习题 


在 下 面 的 习题 中 计算 三 重 积分 四/( ,7y,z) dxdydz 的 值 . 用 你 的 CAS( 在 立体 2 的 图 没有 画 在 
nn 


下 面 时 ) 帮 你 画 出 此 区 域 . 

(1)F(x,y,z) = (二 +y) "z#, 其 中 人 是 中 心 在 原点 的 单位 立方 体 . 

(2)f(x,y,z) = (x -7)，* sinz, 其 中 人 2 是 长 方 体 :1 <x<3,0<y<1,0<z<n. 
(3)f(x,y,z) = 2x, 其 中 人 是 画 在 下 面 的 三 角 横 . 


"406. ”第 二 十 六 章 ”三 重 积分 


(4) f(x,y,z) = xyz, 其 中 有 2 是 在 曲面 z = x +1 之 下 而 在 矩形 -1<x<1,0<y<1 之 上 
的 立体 区 域 . 

(5) Kx,y,z) = y+2z, 其 中 人 2 是 在 曲面 : = x* +y 下 方 而 在 和 从 形 -1<x<2,2<y<3 上 
方 的 立体 区 域 . 

(6)f(x,y,z) = yz, 人 2 是 画 在 下 左 图 的 三 角 模 , 


(7) 及 x,y,z) = 2, 为 画 在 下 右 图 的 立体 . 提示 :证 明 虚 线 标 出 的 圆 的 方程 为 ** + = 于 


(8)f(x,y,z) = 3, 其 中 由 是 由 曲面 z = x* + YY 和 z =2- 妇 -入 围 成 的 立体 区 域 . 
(9)f(x,y,z) = 3, 介 是 由 三 个 坐标 平面 和 平面 + + y +z = 1 形成 的 四 面体 . 
(10) 计算 在 前 面 所 有 问题 中 立体 区 域 2 的 体积 . 


26.3 三重 积 分 的 坐标 变换 


已 知 三 重 积分 
DA,7 ,2) drdydz, 
1 


26.3 “三重 积 分 的 坐标 变换 “407， 


x = gu VW) ,YY = gu VW) ,2 = gy(u,v,w) 
二 维 换 元 时 面积 元 的 像 的 近似 方法 ( 见 $25.7) ,我 们 定义 


U= ($+ 十 a + Sk)du, 


V= (¥ + 9 + a 


Wa (Ei + Sy 二 sk )du. 
0 
作为 体积 增 量 的 边 在 变换 下 其 像 的 近似 值 . 


y= gw) >=p 
(uy 
Es 
z pe z 
四 
» 
在 新 坐标 系 下 的 体积 元 由 
dxdydz = |U.: (Vx WwW)| 
= | dudvdw 
(u,v,w) 
给 出 ,其 中 
ox 07Y 0z 
Ou Bu du 
(xyz | NY 呈 (26.7) 
O(u,v,w) dry Bd» dy 
az 上 y 好 
Ow Ow Bw 
为 此 变换 的 雅 可 比 行列 式 ， 


在 对 三 维 换 元 定义 了 雅 可 比 后 ,我 们 现在 可 以 叙述 换 元 公式 了 : 


村 al 3 
Wes dy: a Wy bie | dudvdw (26.8) 


“408. 第 二 十 六 章 ”三重 积 分 


其 中 
f° (12,9,w) = 所 SIC) ,B82 (uv,W) ,83 (u,v,w)), 
而 (2' 是 那些 点 (4,v,w) 的 集合 ,它们 满足 
(gi(uv Ww) ,gu VW) ,gu,0,w)) E 人 

在 所 给 情形 中 确定 哪 种 换 元 方便 是 很 微妙 的 . 在 二 重 积分 情形 我 们 发 现 ， 
在 积分 区 域 容易 被 极 坐标 描述 时 ,使 用 极 坐标 是 适宜 的 . 一 般 说 来 ,在 换 元 时 ， 
我 们 的 目的 是 要 得 到 一 个 多 少 更 容易 积分 的 区 域 (从 而 希望 能 完成 计算 ). 在 下 
一 节 我 们 介绍 两 个 最 重要 的 换 元 : 柱 面 坐标 和 球面 坐标 .， 


§ 26. 3 的 习题 


用 你 的 CAS 计算 下 列 三 维 换 元 的 雅 可 比 . 
(1)x =u+tv+twy = uy +2,2 = 2u +v — 3w. 
(2)x = -3u tv -2 = ut 20, = -2u -3v +4w. 


(3)x = yu +t bv tow,y = ou + bay + Cow,z = asu + byv + Cw. 


(4)x = + = = Ww, (S)x =u+tvy = uw ,= wy 
用 所 建议 的 换 元 计算 下 列 积分 . 
(6) 令 x =2u,y = 5v,z = 3w 于 

dxdydz. 


(7) 设 0 为 0 <x,y<2,0<x+y+z<1| 定义 的 立体 . 令 =x+y+z,v =x,w =yY( 即 
x = = WwW, = Lv — Ww) 于 咱 xyzdrdydz. 
(8) 设 人 由 |-1<<z<0,0<x+2y <1,1 <2x+y-z<2| 定义 的 立体 令 w = 2x +y 一 z 
0 = x+2y,W = z( 即 x = +,y 二 于 二 六 一 三 wj 于 三 重 积分 xdxdydz. 
n 


26.4 ” 柱 面 坐标 和 球面 坐标 


在 $21. 4 中 柱 面 坐标 
x = reos(0),y = rsin(0),z = > 
是 作为 极 坐标 到 三 维 空间 的 自然 推广 而 被 引进 的 . 回忆 每 个 点 p = (x,y,z) 可 
以 作为 点 (r,9,z) 在 柱 面 坐标 中 实现 . 


26.4 ” 柱 面 坐标 和 球面 坐标 409， 


天 


这 个 换 元 的 雅 可 比 2 学: 容易 算出 : 


0% 97 dz 
or gr gr 


cos(08) sin(0) 0 
0(x,y,2) ox 0y 9z 


=- rsin(9) rcos(08) 


a(r,g,z) ”|86 36 36 (26.9) 
ax ay bz 
0z 0z 0z 
= r(cos’(0) + sin’(0)) =7. 
因此 方程 (26. 8) 变 为 
,3,2) dxdyd: = (7,0,2) rdrded: (26. 10) 
n nn 


其 中 广 (r,9,z) = f(reos(0) ,rsin(6) ,z). 
例 26.4 计算 积分 
zardya: 


其 中 也 为 半径 地 ,高 5 的 四 分 之 一 圆柱 , 画 于 右 
x=112 
图 、 
由 于 我 们 正在 上 面 进 行 积分 的 区 域 自身 是 
圆柱 的 一 部 分 , 它 很 容易 用 柱 面 坐标 来 描述 ( 正 


如 入 们 预料 的 那样 ) :0 由 点 (1,0,z) ;0 < + < 方 ,0 <0< 工 和 0<z<5 组 成 


因此 我 们 有 


Nes dndyer = [[ [ r(cos(6) )z.rdrdbpdz 
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:0 48" 
球面 坐标 每 个 点 已 = (x,y,z) 可 以 由 两 个 角 和 一 个 距离 (p,g,9) 具体 指 
定 ,其 中 0 <p,0<$<n 和 0 < 0 <27. 


我 们 称 之 为 球面 坐标 的 这 个 表示 的 准确 公式 是 
x= psin($)cos(0), 


y= psin(@)sin(0), 
X = pcos( 中 ). (26. 11) 
为 了 使 用 球面 坐标 给 出 的 曲面 能 形象 地 被 看 清 ,我 们 一 般 必须 做 某 些 处 理 以 将 


其 化 到 直角 坐标 形式 . 等 式 
p= Ve +y + 有, 


二 
cos( 4) p » 
sin( 由 ) = +, (26. 12) 


cos(0) = 和 i 
Vx +y 
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sin(6) = ——— 


x +y 
是 非常 有 用 的 转换 . 
例 26.5 辨认 由 球面 坐标 给 出 的 曲面 p = cos( 中 ). 
由 定义 ， 
p = cos($) = pe 
另外 
p =x +y +2. 
我 们 最 后 有 
x + +2 = 2 
配 完全 平方 ,有 


看 得 出 我 们 的 曲面 是 半径 为 2, 中 心 在 (0,0,1) 的 球面 
例 26.6 。 计 算 球面 坐标 变换 的 雅 可 比 中 su2) 


a(p,$,0) 
由 定义 , 雅 可 比 由 那些 有 点 麻烦 的 导数 给 出 : 
9 97 9z 
op Pp Pp 


(x,7,2) - | 8x。 Oy 9z 
a(p,$,0) | sh sa 
ax 8y az 
00 60 08 
sin{( 中 )cos(6) sin( 中 )sin(6) cos( 中 ) 
= jpcos( 由 )cos(0) pcos( 中 )sin(9) -psin( 中 ) 
—psin($)sin(0) psin( 中 )cos(6) 0 
= p'sin( 4). | (26. 13) 
我 们 把 某 些 细节 留 作 习题 . 
例 26.6 中 的 计算 让 我 们 能 够 以 球面 坐标 写 下 26. 8 的 换 元 公式 


,ss) drdyd: = Wa (p,$,0)p’sin($) dpddb， (26. 14) 
n ny 


, 412 ， 第 二 十 六 童 ”三 重 积分 


例 26.7{( 球 的 体积 ) ”计算 半径 为 R 的 球 的 体积 . 
半径 为 的 立体 球 (中 心 在 原点 ) 由 点 
{0 = {x,y,2) lx + +2 < RI. 
组 成 . 在 这 种 情形 中 球面 坐标 完全 是 自然 的 : 
(2 = 1(p, 和 9)10 和 pp 二 R0 达 中 三 TO 大 0 三 2 
应 用 方程 (26. 14 ) ,我 们 得 到 这 个 体积 的 经 典 公式 ， 


axayaz [ [fpsin( 中 )dpd 由 db 
人 


Ra pr rr, 
= ([ sin(g)dp)de 
本 47R: 
a 
§ 26. 4 的 习题 
(1) 利用 柱 面 坐标 计算 积分 
x*zdxdydz 
(2) 令 x = x,y = reos(0),z = rsin(0) 计算 积分 
zdxdydz. 
i 
(3) 转换 为 球面 坐标 计算 积分 
dxdydz. 
1 Ex2+72+z2 二 2 
(4) 转换 为 球面 坐标 计算 积分 
xyzdxdydz. 


1sx2+y2+12 2 


识别 下 列 由 柱 面 坐 标 给 出 的 曲面 . 用 CAS 作 图 以 检验 你 的 答案 . 


(r=2,0<0<27,0<:<2. (Or=3,0<0<F,-1<z:<0 
(7)r(cos(0) + sin(9)) +z =1. (8)7 =z,0<z:<4. 
(9)r =z,-1l<ze<l. (10)rcos(0) = 1. 


识别 下 列 由 球面 坐标 给 出 的 曲面 . 用 CAS 作 图 以 检验 你 的 答案 . 


(1)p =1,0 三 由 二 TO0<b<2T (12)p = 3,0< 由 <2m0<b< 节 . 
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(13)0<psl = 下 ,0 大 9<2mr (14)0 <p sl < ,0 < 0< 2m 
(15)p = i (16)p = 2cos( 由 ). 

第 二 十 六 章 的 附加 习题 

计算 下 列 积分 . 用 你 的 CAS 检验 你 的 计算 . 

DE LL :Seay OL xedydae 


[fs * In(x) dxdydz. 

在 下 面 当 题 中 求 立 体 区 域 2 的 体积 . 用 你 的 CAS 帮助 描绘 出 这 些 立 体 区 域 . 

(4) 是 由 2x” +2z = 1, 平 面 y = x 和 x = 0 在 第 一 卦 限 围 成 的 横 形 . 

(5)0 是 由 抛物 面 z = 4x* + 4y 和 z = 6 - 7x -x 围 成 的 立体 区 域 . 

(6) 人 是 由 抛物 面 : = 4 + 和 z = 4 ~ 37 围 成 的 立体 区 域 . 

(7)22 是 由 抛物 面 z = 9 -x* -YY 和 z: = 0 围 成 的 立体 . 提示 :用 柱 面 坐 标 . 

(8)2 是 由 抛物 面 z = x* + > 和 z = 10 包 围 的 立体 . 提示 :用 柱 面 坐标 . 

(9) 由 是 由 曲面 7 +2z” = 20 和 曲面 : = r? 围 成 的 立体 ,其 中 y = wx + .提示 :用 柱 面 坐 
标 . 


(10) 2 是 加 馆 y = 六 和 z = 5 围 成 的 立体 ,其 中 y = VF + 


(11) 2 是 由 球面 p = 4, 坐 标 平面 和 锥 wp = 于 和 锥 了 在 第 一 象限 围 成 的 立体 . 提示 :用 球面 
坐标 . a 

(12) 0 是 由 球 p = 4a? 和 平面 z = - 1 和 z = a 围 成 的 立体 . 一 个 立体 区 域 2 的 形 心 是 (x,y， 
z) ,其 中 


二 1 
各 二 te, (26. 15) 
1 
7= 杯 贾 [亲人 deard， (26. 16) 
1 
2 二 pg (26. LR 


粗略 地 说 ,如 果 立 体 区 域 2 有 均匀 分 布 的 质量 ,那么 可 以 在 此 形 心 “ 平 衡 ”此 立体 . 求 所 给 区 
域 吕 的 形 心 . 
用 你 的 CAS 画 出 立体 并 点 出 形 心 . 
(13)Q 是 由 抛物 面 : = 4x” +47,z = 6 -7x -y 包围 的 立体 区 域 
(14) 人 2 是 由 抛物 面 z = 9 - x* - y 和 z = 0 围 成 的 立体 . 提示 :用 柱 面 坐标 . 
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(15) 0 是 由 球 p = 4, 坐 标 平面 和 锥 w = 十 , 锥 9 = 3 在 第 一 卦 限 围 成 的 立体 . 提示 :用 球面 
坐标 

(16) 02 是 由 曲面 声 + 22” = 20 和 曲面 : = 围 成 的 立体 . 提示 :用 柱 面 坐标 . 

(17)0 是 由 圆锥 : = 二 r 和 z = 围 成 的 立体 区 域 
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27.1 向 量 场 


向 量 场 是 在 三 维 空间 上 的 一 个 向 量 函数 , 即 一 个 向 量 场 对 三 维 空间 中 每 个 
点 (x,y,z) 指定 了 一 个 唯一 的 向 量 v = f(x,y,z). 向 量 场 的 图 像 显示 从 形象 上 看 
常常 具有 戏剧 性 效果 . 像 在 下 面 的 图 例 中 所 看 到 的 那样 ,这 个 向 量 场 的 显示 给 
予 观察 者 一 种 动态 的 感觉 或 者 一 种 自然 力 的 感觉 . 
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为 了 发 展 对 这 些 函 数 的 一 些 直觉 ,我 们 需要 观察 某 些 例题 . 

例 27.1( 常 向 量 场 ) 设 /(x,y,z) = i+tj+k. 由 于 f(x,y,z) 与 所 涉及 的 点 
无 关 , 所 有 向 量 都 相同 ,等 于 +j + 上 .此 向 量 场 显示 于 下 左 图 . 

例 27.2( 位 置 向 量 场 ) ”考虑 向 量 场 Fx,y,z) = xi + 3j +zk. 可 以 观察 到 当 
我 们 从 原点 出 走时 向 量变 得 越 来 越 大 ,而 且 向 量 从 原点 指向 外 . 


例 27.3 在 向 量 场 
(x+ +ak) 0.0.0 
f(x,y,2) td * (0,0,0), 


的 情形 中 ,所 有 向 量具 有 单位 长 度 ( 即 长 度 1) 并 从 原点 指向 外 . 
回 到 位 置 向 量 场 
f(x,y,2) = ri + yi +ak, 
关注 一 下 某 个 特定 点 (x,y,z) 及 其 位 置 向 量 xi + wj + zk( 画 于 下 左 图 ) 


“ns 
mo 
mp en 二 
2 i 
Pp 上 
er ~、 a 
xit+y+zk 1 1 kh 
Ls + 和 
PG 1 |! | 
bb Sr 
i eg rt 
i 1, 和 a 
Vv a 
和 > Hh 
Na -J/ 
wv、-- +77 
i ~ 


se 


27.1 向 量 场 ‘417. 


现在 考虑 位 于 xy - 平面 中 的 向 量 - yi + 好 . 由 于 点 积 
(- 和 + 她) (xi+y +zk) = 0. 
我 们 推断 这 两 个 向 量 是 垂直 的 . 当 我 们 (在 xy - 平面 ) 显示 这 个 新 向 量 场 时 
Bg=~-Y+N 
可 以 看 到 一 个 清楚 的 旋转 ( 见 上 右 图 ). 这 是 自 旋 向 量 场 的 例子 . 

一 般 说 来 ,设想 出 向 量 场 的 图 像 显 示 是 困难 的 . 即便 在 迄今 所 考虑 的 简单 
例子 中 ,其 行为 也 有 实质 性 的 变化 . 然而 也 有 一 类 叫做 梯度 向 量 场 的 重要 向 量 
场 ,其 图 像 显 示 已 得 到 充分 了 解 并 将 在 此 节 后 面部 分 进行 讨论 . 

回想 一 个 可 微 函 数 由 = 由 (*,y,z) 的 梯度 ( 见 $23.3) 由 下 式 给 出 : 


Re 5 + 3 5 


定义 ”一 个 向 量 场 p = f(x,y,z) 是 个 梯度 向 量 场 是 说 ,如 果 存 在 一 个 可 微 
函数 中 (x,y,z) 使 得 
9 =f(x,y,2) = Vb(x,y,z). 
我 们 称 中 是 的 一 个 位 势 函 数 . 
在 命题 24. 18 的 证 明 过 程 中 我 们 曾 看 到 ,向 量 Y 由 垂直 于 等 高 面 g(x,y,z) = c， 
即 在 点 已 = (xo,yo;2),Y 由 (xzo,yo,2) 垂直 于 曲面 $(x,y,z) = c 在 P 点 的 切 平面 . 


在 P 的 切 平面 


vo 


有 曲面 B(x,y,2)=c 


下 


x 


当 我 们 把 V$ 看 成 是 一 个 向 量 场 时 ,其 图 像 显示 可 以 容易 地 (利用 上 面 的 观察 ) 
被 描述 . 
推论 27.4 设 v = V 中 (x,y,z) 为 一 位 势 函 数 为 由 的 梯度 向 量 场 . 9 由 的 图 
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像 显 式 由 那些 径直 于 等 高 面 
P(x,y,2) = 6 
的 向 量 组 成 ,其 中 常数 c 在 实数 上 变化 . 
例 27. 5{ 椭 球 面 ) 设 d， ee 曲面 
而 十 玫 + = 1 
是 一 个 椭 球 面 . 


它 在 三 个 坐标 轴 上 的 截 距 分 别 在 点 
(+d,0,0),(0, +e,0),(0,0, +/). 


向 量 场 
2 2 2 
了 = (到 十 所 + 务 ) 
= + 区 + Ft 
的 图 像 显 示 由 垂直 于 椭 球 面 
委 + 和 + 和 = 


的 向 量 组 成 ,而 c 遍历 所 有 的 正 实数 . 

在 下 一 个 例子 中 ,我们 将 考察 推论 27. 4 在 二 维 空间 的 一 个 例子 . 

例 27.6{( 抛 物 线 位 势 ) 设 $(x,y) = y -六 .曲线 小 (x,yY) = “是 容易 描画 
的 抛物 线 y = 和 2 + c. 


27.1 向 量 场 “419 


c=2 
c=1 


c=0 


梯度 向 量 场 x = V4$ = -2xi +7 的 图 像 显 示 为 所 有 垂直 于 等 高 线 y - x** = c 的 
向 量 . 
我 们 成 功 地 描述 这 类 向 量 场 的 图 像 显 示 自 然 引出 的 问题 是 : 
问题 ”已 知 一 个 二 维 或 三 维 的 向 量 场 v = f(x,y,z) ,我 们 如 何 确定 它 是 不 
是 一 个 梯度 向 量 场 ? 
先 讨 论 二 维 情形 ,这 不 算 太 复杂 . 由 定义 ,p = f(x,y) 有 形式 
=f (x7 +p(x,y). 


如 果 p 实际 上 是 个 梯度 向 量 场 , 则 存在 位 势 函数 dx,y) 使 得 o = 9d = 2; + 
因此 我 们 可 以 推断 


(27. 1 ) 
(zy) = 

同 想 混合 的 偏 导 数 总 是 相等 的 ( 见 $ 23. 3 ) ,那么 微分 (27. 1) ,我 们 看 到 

归 -ed 由 县 

Oy Oxoy Bx (27.2) 
条 件 (27.2) 提供 了 了 解 是 否 是 梯度 向 量 场 的 一 个 漂亮 的 判别 法 . 可 以 证 明 ， 
当 假 定 我 们 是 在 单 连通 区 域 上 讨论 时 ,(27. 2) 是 为 梯度 向 量 场 的 充分 必要 条 
件 .由 定义 ,一 个 区 域 .多 是 单 连通 的 是 说 ,如 果 .多 中 的 任何 一 条 闭 曲线 在 不 离 
开 .多 的 条 件 下 可 收缩 成 一 个 点 . ) 更 进一步 说 ,为 了 解 出 位 势 函 数 由 ,我 们 只 需 
对 (27. 1) 做 关于 x 的 积分 ,然后 再 做 关于 y 的 微分 . 


Le, = 2 
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例 27.7 证 明 v = yi + 3xy*j 是 个 梯度 向 量 场 并 求 其 位 势 函 数 4. 
此 例题 中 方程 (27. 2) 容易 验证 . 


9 3 羡 了 (3xy2) 
3 ~ ax 
从 而 推断 出 " 是 个 梯度 向 量 场 . 要 算出 一 个 位 势 函数 我 们 先 处 理 方程 (27. 1 ) 


og 


3 = 
~ Ox? 


两 边 取 关 于 * 的 积分 产生 出 
$x,7) = [Bdx = pdx = y's + Cy), 


其 中 C(y) 是 只 包含 y 的 函数 . 取 关 于 y 的 微分 我 们 便 有 


= ax + CC7)， 
再 次 应 用 (27. 1) ,我 们 有 
9 三 3xy”， 
97 


从 而 有 C'(y) = 0, 因 此 C(y) = Ci 是 个 常数 ,于 是 
p(x,y) = yx+C, 
是 我 们 所 需要 的 位 势 函 数 . 
例 27.8 wv = yi +2xy 是 个 梯度 向 量 场 吗 ? 
此 例题 中 的 向 量 场 由 于 不 满足 条 件 (27.2) , 即 
本 关 (2xy) ， 
故 不 可 能 是 个 梯度 向 量 场 . 
我 们 现在 转向 寻找 使 三 维 向 量 场 是 梯度 向 量 场 的 条 件 . 考虑 三 维 向 量 场 
9 = (x2) + f(r,y,2) + f(x,y,2)k, 
其 中 ,PP 为 可 微 沙 数 . 如 果 位 势 孙 数 $(x,y,z) 存在 , 则 再 由 定义 ,我 们 有 等 
式 
9 a 9 
SN Sf 


Ox 
当 我 们 进一步 取 导 数 (并 假定 我 们 的 区 域 是 单 连通 的 ) 时 ,我 们 得 到 了 充分 必 
要 条 件 : 


27.1 向 量 场 * 421: 


9 由 归 用 
oOxoy 6y .0x” 
39 (27.3) 
OXOz 9z OX 
op ph 及 


aygz ”az 9y 
例 27.9 ww = 2xyzi + 和 + 和 yyK 是 个 梯度 向 量 场 吗 ? 
经 验证 方程 (27.3) 可 知 此 问题 的 答案 是 肯定 的 . 


0 _ 0 27 
六 (2oz) (2)， 
(22yz) = 站 (zy) ， 
9 1 2 人 
六 (ea) = 六 (2 
方程 (27. 3) 不 容易 被 记 住 而 且 似乎 也 不 特别 自然 . 为 了 弥补 这 些 不 足 ,我 
们 将 引进 (但 不 是 非常 正式 地 ) 在 函数 集合 上 的 算 子 的 概念 . 
一 个 算 子 从 根本 上 说 是 一 个 函数 , 它 的 定义 域 和 值 域 自身 都 是 函数 的 (可 
能 是 实 的 ,向 量 的 等 等 ) 集合 . 我 们 已 经 见 过 一 个 重要 的 算 子 的 例子 :作用 于 单 


变 实 可 微 函 数 集合 上 的 导数 . 有 大 量 的 出 现在 各 种 场合 的 算 子 的 例子 . 在 这 里 ， 
我 们 将 考虑 梯度 算 子 , 记 为 
0 ， 


0， 9 
V = ait ay + a 
按 定义 ,梯度 算 子 对 ( 三 维 空间 的 ) 可 微 实 函 数 风 (x,y,z) 取 值 为 它们 的 梯度 ( 它 
是 个 三 维 向 量 )， 
Vw = oi 十 有 十 Sk 


当 把 梯度 算 子 看 成 是 一 个 向 量 时 ,我 们 可 定义 一 个 向 量 
V =f (xy 2 + f(x 2) + h(x,y,2)k 
的 旋 度 为 
curl(g ) = V xy. 


用 显 式 表示 ,此 旋 度 由 下 式 给 出 : 
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i jj 大 
-19 9 93 
nt oe 
fh fa 8h 
A A A 
(ls ot 
迅速 的 审视 便 可 指出 , (27.3) 成 立 当 且 仅 当 
curl(v ) = 0. - (27.4) 


更 进 一 层 说 ,可 以 证 明 如 果 g 为 向 量 场 且 在 一 单 连 通 的 三 维 区 域 (其 定义 类 比 于 
二 维 的 情形 ) 中 curl(v ) = 0, 则 * 必定 是 一 个 梯度 向 量 场 . 
例 27.10 求 例 27.9 中 梯度 向 量 场 w = 2xyzi + x 要 + x2yk 的 位 势 函数 


P(x,y ,2). 
简单 的 计算 验证 了 (27.4) 成 立 : 
i Jj Kk 
cul(v) = | 2 =0 
0x 0y 0z 


2xyz Xz wy 
我 们 现在 集中 力量 求 办 从 已 知 的 弛 = 2zyz 着 手 ,从 而 
$ (x,y,2) = #2yz + C(y,2), 
其 中 C(y,z) 为 只 依赖 于 y,z 的 函数 第 二 步 我 们 利用 等 式 蝗 = xz 有 


= wz = Xz 十 C9) 
这 意味 着 这 C(y,z) = 0, 故 C(y,z) = C(z) 实际 只 是 z 的 函数 最 后 5 = “7, 有 


6p _ 2 ,2 , 
By XYy = xy+C'(z). 


故 C(z) = 0, 必 然 C(z) = C( 常 数 ). 概括 起 来 ,我 们 已 找到 了 想 要 的 位 势 函 数 
bx,y,2) = wyz + C. 


$27.1 的 习题 


用 你 的 CAS 得 出 下 列 向 量 场 的 图 像 显 示 . 如 果 你 的 CAS 没有 这 个 功能 , 则 简单 地 画 出 几 个 代 
表 向 量 来 模拟 此 向 量 场 的 图 像 显示 . 
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(1D)o = 对 (2)e = 区 - 节 (3) 9 = -2xi + (4)m = 好 + 好 十 头 
(5)v = (z— yi+(x 2) + (yy -x)k. 
(6)m = 9 中 ,其 中 g(x,y) =y -x ,yy -x ,和 yy - sin(x). 
2 2 
(7)v = V8, 其 中 外 (x,7,2) = x 和 


(8)v = Y 由 ,其 中 由 (xy,z) =x -y+z. 
在 下 面 的 习题 中 确定 是否 是 个 梯度 向 量 场 ,如 果 是 的 则 求 它 的 位 势 函数 9. 


| 


(9) v9 = yi + 2xyj. (10) v = 3x2yi + 2 

(11) vw = 6xi ~ 4%. (12) vw = ycos(xy)i + xcos(xy)J. 

(13) v = yi + 3x%. (14)v = I + 2yln(x)). 

(15) wm = yzi + 2xaf + xyk. (16) v = yzi + xaf + xyk. 

(17)v = 2xi +3 + ok. (18) v = (cos(x))y zi +2(sin(x)) ya + (sin(x)) yk. 
27.2 曲线 积分 


设 y(t) = yi1(2)i+t y(t)j+Y3(t)k 为 一 空间 曲线 的 参数 化 . 从 几何 的 观点 
看 ,此 曲线 由 点 
7y = {y1(2) ,y(t) ,y(t) lt eR| 
组 成 . 


2 


z 空间 曲线 7 


sl 你- 


着 其 


现在 考虑 一 个 任意 的 向 量 场 F(x,y,z) ,并 将 其 限制 于 我 们 的 空间 曲线 y， 
即 向 量 
F(yi(t) ,y(t) ,y(t)) 
的 集合 ,其 中 :遍历 实数 集 . 这 些 向 量 的 图 像 显 示 类 似 于 上 右 图 ,其 中 沿 此 曲线 
出 现 的 向 量 是 由 向 量 场 正 诱导 的 (而 且 一 般 说 ,并 不 切 于 此 曲线 )， 
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构造 此 显示 的 一 个 好 办 法 是 首先 考虑 向 量 场 F 自己 的 图 像 显示 ,然后 再 骨 
入 空间 曲线 y. 


NS 
SSSR 
SN Y 


~ 


例 27.11( 风 ) ” 设 y 表 示 一 架 小 飞机 飞行 的 航线 . 我 们 可 以 把 风 想 成 是 个 
向 量 场 , 它 在 空间 中 每 点 指定 了 一 个 力 . 风 的 向 量 场 在 曲线 y 上 的 限制 ,给 出 了 
当 飞 机 在 大 气 中 飞行 时 施 于 它 的 风力 的 形象 化 表示 . 
设 
r=xi+y+2k 
为 位 置 向 量 . 如 果 我 们 将 > 限制 于 一 条 空间 曲线 
y = jy 人 CD,72(b,7ys(t)) |t FkfR 机 
我 们 得 到 
FrCYi (Ci ,ya(t) ,yt)) = y+ y(t + Ya (i)K. 
为 了 简化 叙述 ,我们 将 使 用 下 面 的 记号 ; 
F(y(t)) = F(y(t) ,y(t) ,ya(i))， 
r(y(2)) = YD + YD) + ya( ik, (27. 5) 
dr = dxi + dyj + dzk, 
TDD yt yD + yD = y'(0). 


定义 ” 设 玉 = 有 (x,y,z)i+f(x,Y,2)j+/;(%,y,z) 上 为 一 连续 向 量 场 ( 即 函 
数 /\ 记 ,fs 连续) , 且 设 y》 = (y,(1) ,ys(1) ,y3(1)) 为 在 区 间 a 二 tb 上 的 可 微 
空间 曲线 . FF 在 y 上 的 曲线 积分 被 定义 为 


[Fdr = [ Foy)) “yy'(t) dt. (27.6) 
注 ” 功 的 物理 概念 让 我 们 将 曲线 积分 的 形式 定义 翻译 成 了 更 为 直观 的 词 
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条 . 按 定义 , 功 是 力 乘 以 移动 的 距离 . 因此 ,如 果 FF 是 个 力 场 , 则 曲线 积分 
fr .dr 
代表 了 当 一 质点 被 向 量 场 F 的 力 沿 曲 线 y 推动 时 所 做 的 总 的 功 . 
为 了 显 式 地 计算 曲线 积分 ,假定 有 形式 
F = f(x,y,2) + f(x,y,2) + f(x,y,2)k, 
以 及 7y = (YI ,y(t) ,y3(t) ) , 则 


Far = Uyss) de + f(ys2) dy + h(x,y,2) dz) 


RACAGORAGORAOAG, + fo(¥1(2) ,y(t) ,Y(t) )y',(t) 
+ f(y (2) ,y2(t) ,YY3(t)) Ya3() ) dz. (27.7) 
例 27.12 设 F= xzi+ yx +zk 为 一 向 量 场 .计算 沿 空间 曲线 y = (1,t,t)， 
0<t<1 的 [Fdr. 
在 此 例 中 y(t) = 1,y(t) = tya(t) = .因此 y(t) = 0,y(t) = 1， 
y'3(t) = 2t, 以 及 
人 . dr = [a yt) + y(t) + 1y'()) dt 


fy 2 
=[( +20)di = 


例 27.13 设 抛物 线 y 的 方程 为 (xy -平面 中 )y = x ,0 <% <2. 计 算 沿 y 
的 积分 


{ x yzdx + yxdy + 2xzdz. 
时 


我 们 首先 将 y 参数 化 以 着 手 解 这 最 后 一 个 例题 : 
y(t) = (1,2,0). 
因为 x = y(t) = ty = y(t) = 训 ,z = y(t) = 0, 我 们 看 出 dx = y'1(t)dt = 
ldi,dy = y's(t)dt = 2tdt,dz = y(t)dt = 0. 从 而 


[yzds + yxdy + 2xzdz = Le .2tdt = 3 
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$27.2 的 习题 


用 你 的 CAS 计算 下 列 曲 线 积分 | 严 ，dr. 画 出 每 个 情形 中 的 空间 曲线 y. 

(DF = 和 妇 计 十 2x7yzk ,y(t) =(-1;,t;0),0 三 上 三 |. 

(2)F = xiyi+ 2xyzk ,y(t) 为 抛物 线 y = x:,0 声 x < 1 而且 它 在 平面 + = 1 上. 

(3)F = 3x2i + x +2yak, y(t) = (t,t,t) ,1 ts2. 

(4)F = 3xzi + x*j + 2yzk,y 是 在 平面 x = 3 上 对 0 < y < 1 的 抛物 线 z = 272. 

(S)F = yxi -zy + xk,y(t) = (1,8,5),0 <ts<4. 

(6) F = 3xzi + x 中 +2yzk, 其 中 y 是 一 个 正方 形 的 边界 ,此 正方 形 位 于 xy -平面 中 ,中 心 在 原 
点 而 边 长 为 1. 

(7) 计算 | (3x*ydx + 4ady) ,其 中 > 为 xy -平面 中 联结 点 (1,3) 和 ( - 2,4) 的 线段. 


(8) 计算 | (2xydx + 3x27?dy - xzdz) ,其 中 7 为 联结 点 (1，- 1,0) 和 (0,2，- 1) 的 线段 


(9) 设 F = -和 + 好 画 出 向 量 场 严 并 求 力 场 严 对 质点 沿 抛物 线 y = x ,0 < x < 2. 运动 时 所 
做 的 功 . 
(10) 设 玉 = -类 + 二 求 力 场 严 对 绕 xy -平面 中 单位 圆 ( 顺 时 针 或 反 时 针 方 向 ) 的 动 点 所 做 
的 功 . 
(11) 设 F = 2xyi + wj. 作 向 量 场 F 的 图 ,并 求 在 F 作 用 下 绕 xy - 平面 上 单位 圆 一 周 的 动 点 
所 做 的 功 . 
(12) 设 F = 2xyzi + ?aj + x yk. 求 在 忆 作用 下 一 个 绕 圆 (5,cos(1) ,sin(?) ) ,0 <t <<27 的 动 
点 所 做 的 功 . 


27.3 ”路 径 的 无 关 性 
设 下 为 一 连续 向 量 场 ,r = 嫌 + 坊 + 区 为 


位 置 向 量 场 . 假定 一 一 一 8 
y(t) = (y(t) ,y(t) ,YY3(t)) 
为 区 间 a < t < 6b 上 一 条 光滑 的 空间 曲线 , 它 /© 
4 


联结 了 点 4 = y(a) 和 B = y(8). 
因为 有 联结 4 和 8B 的 许多 条 可 能 的 空间 
曲线 ,例如 
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» 学 * 
自然 要 问 下 面 的 问题 . 
问题 ”假设 点 4,8B 固定 ,曲线 积分 
人 Pd 
是 否 依赖 于 联结 4 和 B 的 路 径 y? 
对 此 问题 的 一 个 切合 实际 的 处 理 是 考虑 一 个 特定 的 向 量 场 F 和 几 条 指定 
的 曲线 . 


例 27.14 设 F(x,y,z) = 2xyi + x + 天 比较 曲线 积分 
[Far,f Fdr,f Fdr, 
其 中 为 (0,0,0) 和 (1,1,1) 之 间 的 直线 ,y,(t) = (it,8,?),0 <t<1, 而 
y(t) = (wsin( S71),t),0 <ti<l. 


如 同 我 们 在 下 图 所 看 到 的 那样 , 上 面 所 定义 的 所 有 空间 曲线 均 联 结 点 
(0,0,0) 和 (1,1,1). 


(1,1,1) 


yh 


在 第 一 条 曲线 x = t,y = t,z = i 的 情形 ,有 dx = dy = dz = dt, 从 而 
| Fadr =|[ (2xydr + mdy + dz) 


1 
=[ (22 +t +1)dt 
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=[ 0 +3P2)di = 2. 
在 7 上 ,我 位 有 xx = t,y = 也 ,z = 旺 , 因 此 dz = dt,dy = 3Pdt,dz = 2tdi, 从 而 
[Fdr =| 2xydr + dy + dz 
Y2 Y2 
=[ (2 + 31 + 2t)dt 
+ 王 +1=2. 
最 后 当 我 们 在 y，。 上 积分 时 ,x = 4y = sin( :也 ]] ,z = 上 因此 我 人 有 dx = dz = di， 
本 了 cos( 到 jd， 从 而 
[Fadr = | 2xydx + x dy + dz 
Y3 
57m,Y, 57,2 5 
= | (2xsin( 开 中 + 7 t cos( >I 了 引 + 1)dt 
=2. 


这 个 例题 提示 了 曲线 积分 | .dr 不 依赖 于 路 径 y. 一 般 情形 也 对 吗 ?下 一 


个 例题 表明 此 问题 颇 为 微妙 . 
例 27.15 设 F(x,y,z) = xyi + x + Kk. 比较 曲线 积分 
人 ‘dr, | F.dr, 
其 中 Yi1,Y2 是 例 27. 14 中 的 . 
这 个 例题 与 前 面 一 个 相差 非常 细微 ,但 在 取 积分 
[Far= [Qe #1 汪 ， 
[Far= [ ar + 2t)dt = 了， 
后 ,我 们 看 到 一 个 非常 不 同 的 表现 . 


这 两 个 似乎 相似 的 例题 间 的 差异 在 下 面 定理 中 得 到 解释 . 
定理 27.16 如 果 玉 是 梯度 向 量 场 , 则 曲线 积分 


[Fdr 
与 联结 点 4 和 归 的 光滑 路 径 y 无 关 . 
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在 详 述 这 个 极 强 的 定理 的 证 明 前 , 我 们 注意 在 例 27.14 中 的 向 量 场 
F(x,y,z) = 2xyi + xz + 大 是 一 个 梯度 向 量 场 ,其 位 势 函数 由 (x,y,z) = xy +z 因 
此 在 做 这 个 例题 时 就 已 经 验证 了 定理 的 结论 . 

为 了 证 明定 理 27. 16, 我 们 去 证 明 一 个 甚至 包含 有 更 多 信息 的 一 个 陈述 . 

定理 27.17 设 F= V(x,y,z) 为 一 梯度 向 量 场 , 并 设 y(t1) 是 区 间 
aa 和 1 上 和 上 一 条 空间 曲线 . 则 

人 :dr = $Y(6)) - $y(a)). (27. 8) 


证 明 ”此 定理 显著 之 处 是 它 实 际 上 直接 从 定义 和 多 变 元 的 链 规则 ( 见 
§ 23.5 ) 得 到 . 在 我 们 的 记号 下 ,x = yi(0),y = 2(t),z = y3(t) ,dx = y(t) dit， 
dy = y(t)dt,dz = y(t) dt. 因此 


Fadr=[ ved 
=| (Sde + dy + Mar) | 


={[ /bd ,abdr ,由 dz 
[( 串 吾 + 好 由 强 囊 jd 


=[ (Hg ,Ya(t) ,Ya(t) ) ))d 


= 中 (7Y(b) ) - 由 (7Y(a) )， 
例 27.18 重新 计算 27. 14 中 的 积分 . 
在 此 例题 中 4 = y(0) = (0,0,0),B = y(1) = (1,1,1) ,另外 已 经 留意 到 


F(x,y,2) = 2xyi + x +k = (xzy +z)， 
即 由 (x,y,z) = xy +z 为 F 的 位 势 函 数 . 因此 我 们 的 定理 告诉 我 们 有 
人 “dr = 由 (1,1,1) - $(0,0,0) = 2. 


注 ”由 于 出 现在 定理 27. 12 中 的 积分 不 依赖 于 联结 端点 y(a) ,y(5) 的 路 
径 , 故 它 可 以 被 写 为 


y(b) 
F .dr. 


(a) 


例 27.19 用 求 出 一 个 位 势 函 数 的 办 法 计算 积分 
(I 


) 
. ， 2xsin(x y)dx + x sin(x?y) dy. 
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这 时 的 位 势 函 数 是 
P(x,y) = cos(x’y) » 
这 是 因为 
VY (由 ) = 2xysin(x2y)E + x sin(x y)j. 
应 用 定理 27. 17 我 们 看 到 


(1, 至 


)》 
Po” 2 ，/ 2 En T 二 
i 2xsin(x y)dx + x sin(x y)dy = cos( 2 )+ cos(0) = 1. 


闭 曲 线 。 如 果 曲 线 y(t) 在 区 间 a < x 和 是 条 闭 曲 线 , 即 y(c) = y(45)， 
那么 它 的 图 像 显 示 是 一 个 ( 可 能 经 过 扭曲 ,冲压 , 拉 伸 ) 闭 的 不 自 交 的 圈 . 


忆 怕 怀 


当 这 些 曲 线 被 分 阶段 描绘 时 , 壁 如 对 某 个 选取 的 4 ,在 区 间 a < t < t, 上 ， 


2 2 
t=a 
~ 过 
< 1 入 
了 小 了 
x x 


然后 是 区 间 t, < t < 4,， 


E f i= t=a t= 
t= 
w J C y 
x x 


bE 
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最 后 在 区 间 t,。 < t < t; 上 画 完 这 个 圈 ， 


Je ja 负 


一 个 自然 的 逆 时 针 运 动 呈 现 出 来 了 . 现在 假若 我 们 在 负 x 轴 上 远 远 的 点 观察 此 
闭 曲 线 . 

追 循 此 曲线 时 此 流向 看 起 来 是 顺 时 针 
的 ! 这 清楚 表明 在 三 维 空 间 中 顺 时 针 和 逆 时 
针 旋 转 没 有 明确 的 定义 . 然而 我 们 可 以 引进 
逆 曲 线 . 

y (ti) = y(a+b -ti)， 

它 满足 性 质 y (6) = y(a),y (a) = 
y(5). 当 我 们 固定 一 个 视角 时 , 逆 曲 线 有 着 
相反 的 定 问 . 

对 任何 路 径 ( 闭 或 否 ) 都 可 做 出 逆 曲 线 
的 定义 ,而 且 容 易 证 明 , 对 已 知 的 任何 连续 、 
向 量 场 和 任何 光滑 路 径 y，“ 

brar=-[F:dr 
记号 当 曲 线 y 闭 时 我 们 把 向 量 场 F 在 y 上 的 曲线 积分 记 为 
fr .dr. 


(在 积分 符号 中 间 的 那个 小 圆圈 表示 y 是 闭 的 这 件 事实 . ) 
我 们 以 一 个 令 人 瞩目 的 结果 来 结束 本 节 , 它 是 定理 27. 17 的 直接 推论 . 
定理 27.20 ”如果 眉 是 个 梯度 向 量 场 ,y 为 一 光滑 闭 曲线 , 则 
pr .dr =0. (27.9) 
例 27.21 设 y( = (cos(1) ,3,sin(1)),0 < < 2m. 计算 着 曲线 y- (1) 
并 计算 
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4 yzdx + xzdy + xydz. 
多 


曲线 y(t) 自然 是 个 圆 ,其 定向 为 右 下 图 所 指明 (从 一 个 坐标 具有 正 的 * 分 量 
的 点 上 看 去 ). 由 于 a = 0,b = 2T, 逆 曲线 由 
y (i) =y(a+b -i) 


Zz 


=7yY(2T -i) 一 y=3 
=(cos(2T -1),3,sin(27 -1)) 人 
给 出 . 例题 中 的 向 量 场 实际 上 是 个 梯度 向 量 
场 : ， 
F(x,y,2) = yai + Xa + xyk = V(x,y,2), 
因此 x 


(yzdx + xzdy + xydz) = 0. 
和 - 


$ 27. 3 的 习题 
用 求 合适 的 位 势 函 数 方法 计算 下 列 每 个 曲线 积分 . 
让 (0,3 
(GD 人， Cyd + (x +3y)dy). (2) (2 + 3 dy). 
人 (2,o) 
Of inl) de + eos(y) ty). (Of, (I de + Ed). 
人 (1,1,1) 
(5) G11) (» ’ A Tax +3 Var 4 (2xyzdx + xzzdy + x*ydz). 
(至 ,12) {0,1,1) 
人 (~ (sin(x) )dx +zdy + ydz). (8 人， (erdx + 2yzdy + y dz). 


(9) 二 (zdx + xdz). 


《1,1,1) 


27.4 平面 的 格林 定理 


设 y(t) = (yi1(),y2()) ,0 <1<4, 为 xy -平面 上 的 一 条 闭 曲 线 , 它 不 自 
交 并 对 a < 1 < 6 只 经 过 一 次 . 我 们 断言 ,由 于 y 位 于 二 维 平 面 中 ,定向 的 概念 可 
以 准确 确定 . 如 果 我 们 想像 有 一 个 二 维 人 (他 生活 在 二 维 平面 内 ) 当 : 从 a 到 6 
增加 时 经 过 曲线 y(t). 于 是 ,假若 当 此 二 维和 人 绕 此 曲线 前 行 时 ,曲线 包围 的 区 域 
( 记 为 男 ) 总 在 他 的 左边 , 则 说 此 曲线 有 一 个 逆 时 针 定向 . 
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例 27.22 确定 y(t) = (cos(t)， 
一 sin(t) ) 对 区 间 0 < t < 27 的 定向 . 
这 条 闭 曲 线 自然 是 个 贺 . 让 我 们 画 出 对 


区 间 0 < 1 << 六 的 四 分 之 一 的 圆 . 显然 此 定向 


是 顺 时 针 的 . 

定义 一 条 曲线 y(t) = (yi(2)， 
yz2(t) ) ,a tb 被 称 做 简单 闭 曲 线 是 说 如 
果 下 列 条 件 成 立 ; 

(1) y1(1) ,y2(1) 为 1 的 连续 函数 并 且 是 分 段 可 微 的 , 即 存 在 区 间 的 一 个 划 
分 :4 = to 夺 三 … 碾 志 ,= 45, 使 得 yi1(t) 和 Y(t) 在 每 个 区 间 t 1 ti 是 
可 微 的 . 

(2)y(a) = y(b), 即 YY 是 闭 的 . 

(3)y 不 自 交 . 

(4) 当 1 从 a 增加 到 bb 时 YY 只 经 过 一 次 . 

我 们 现在 正 处 于 叙述 一 个 著名 等 式 的 时 候 , 这 是 个 在 绕 简单 曲线 ( 逆 时 针 
定向 ) 的 曲线 积分 和 在 此 曲线 包围 的 区 域 上 的 二 重 积 分 之 间 的 等 式 . 

定理 27. 23( 格 林 定理 ) 设 P(x,y) 和 Q(x,y) 是 x* 和 yy 的 可 微 函数 ,又 设 
.多 是 个 区 域 , 其 边界 9 寡 是 一 条 简单 闭 曲 线 并 以 北 时 针 定 向 . 于 是 有 


fu + Qdy = ll 一 jdxdy 《27. 10) 


为 了 解释 这 个 令 人 瞩目 的 陈述 ,我 们 暂且 推 延 一 下 证 明 . 
例 27.24 设 F = (x -yy)i+xxyj. 计算 
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fF 。 dr， 
E62 
其 中 3 多 是 画 于 下 面 的 正方 形 的 边界 . 


(0,2) (2,2) 


(2,0) 


在 这 个 例题 中 P(x,y) = x  -y,Q(%,y) = xy, 格 林 定 理 告 诉 我 们 
$F "dr = fe —y)dx +xydy 
EE 


-|(% ~ 5) 


=[ [G9-(-2y)) drdy 
=2[3ydy = = 12. 
例 27. 25 已 知 区 域 史 ， 其 边界 为 简单 闭 曲 线 并 以 逆 时 针 定向 ,证 明 
面积 (2) = fxdy. (27.11) 
当 我 们 令 P = 0,0 =x 并 用 格林 定理 时 ,立即 得 到 等 式 ; 
xdy = f (Pdx + Qdy) 
站 


= J 57]drdy 


= [xdy = 面积 (用 ). 


例 27. 26 用 格林 定理 计算 本 


乞 _ 和 
+ 
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的 面积 . 
要 进行 此 计算 我 们 先 对 此 椭圆 参数 化 为 一 条 简单 闭 曲线 : 
Y(t) = (acos(t) ,bsin(t)), 
其 中 0 < 1 < 27. 追 循 此 曲线 便 很 快 看 出 其 定义 是 逆 时 针 的 ,因此 由 (27. 11) 有 


面积 ( 椭 贺 ) = fxdy. 


要 计算 这 个 曲线 积分 则 要 注意 到 * = acos(1) ,y = bsin(1) ,dy = bcos(t)dt, 因 
而 


面积 (椭圆 ) = [aeos0 。 bcos(t)dt 
abf (cos() )?d 
外 jte + cos(21) ) dt = abn. 


在 提出 格林 定理 的 证 明 ( 它 原来 是 出 人 意料 地 初等 ) 之 前 ,我 们 需要 下 面 
的 定义 . 

定义 ” 称 一 个 区 域 . 史 是 简单 的 是 说 ,如 果 任 意 水 平 或 么 直 直 线 交 其 边界 
最 多 只 有 两 个 点 . 

例如 ,下 面 的 区 域 是 简单 的 ， 


“1 


而 下 面 的 这 些 则 不 是 . 


号 四 合 


- 格林 定理 的 证 明 ”我 们 给 出 当 .多 是 简单 区 域 情形 的 证 明 ,其 边界 仍 记 为 
9.%. 格林 定理 的 更 一 般 形式 可 以 由 分 解 一 个 一 般 区 域 为 简单 区 域 的 办 法 得 到 ， 
如 下 图 所 示 . 
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进一步 我 们 假设 这 个 简单 区 域 具 右 图 形式 ， 
其 中 在 图 中 的 垂直 直线 可 以 具有 长 度 0. 1 y= 82(*) 
要 证 明 格林 定理 中 的 等 式 只 要 证 明 


Pdx = - 9P xq 
ts ke 
即 可 ,因为 证 明 
our = | Saray 
EE . 罗 
完全 相似 ( 留 给 读者 )， 
因为 9 多 是 四 条 曲线 的 并 ,我 们 对 每 个 分 


别 地 参数 化 . 注意 在 竖 直 线段 的 参数 化 中 ,x 
是 常数 (或 a 或 5) ,因此 dx = 0, 从 而 对 曲线 


积分 外 Pd 没有 任何 贡献 . 剩 下 的 曲线 的 参数 化 分 别 为 


x =X,y = g(x%) 和 x = x,y = g(x). 


心 ee 一 -一 2 一 


因此 ， 
$ Pads = {P(x,g (4)) dr + [P(x,g2(%)) dx 
EE 


= [ (P(x,8(4)) - P(a,g(#)))d 


ff a)e 


8 


注意 这 最 后 面 的 那个 等 式 是 微 积分 基本 定理 的 个 推论 . 


$27. 4 的 习题 


用 你 的 CAS 作 图 的 方法 确定 下 列 闭 曲线 的 定向 . 
(1)y(t) = (sin(t), ~ cos(1)),0 < +t < 27. 
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(2)y(1) = (- 2, -0).0 <t<27n. 
(3)y(1) = (2, -9(9),o <t<2n. 
(4)7y(t) = (cos(t) + sin(t) ,cos(t) - sin(t)) ,0 <1 < 27n. 


用 格林 定理 计算 下 列 的 曲线 积分 . 
(5) 下 (2 + 六)dz -xydy) ,其 中 3 罗 是 第 形 罗 :0 < < 1,0 < y < 2 的 边界 , 取 反 时 针 定 
EE 


向 . 
(6) 下 ((3zy + 好 )dz -ydy) ,其 中 8 多 是 圆 盘 妆 + <4 的 边界 , 逆 时 针 定向 . 
广 豫 


(7) 由 (Ce + 9dz 一 (x =-e)dy) ,其 中 9 家 是 以 (0,0),(0，- 1) ,和 (1,0) 为 顶点 的 三 角形 


罗 的 边缘 ,并 以 道 时 针 定向 . 
8) + z)dz + (zy - 747) ,其 中 是 精 贺 ( 2 ，- (全 ) ,0 < 4 < 2 


(Oh + x ) dx + (2x -7)dy),y 为 圆 ( - 3cos(1) ,3sin(t)) ,0 < 1 < 27. 
用 你 的 CAS 画 出 下 列 习 题 中 的 闭 曲线 y. 用 格林 定理 计算 y 所 围 成 的 面积 . 在 你 的 CAS 上 用 
二 重 积分 计算 此 面积 以 检验 你 的 答案 . 
2 x 2 
(0y= {zy)1 夺 + 节 =1} 
到 1) sin(t 
(11)y = {(- 畔 局 ,到 名 ) 10 <:<2m 
(12)y = {((cos(t))’, (sin(t))’) [0<t < 27} 
(13)y = {(cos(!t) + sin(t) ,cos(1) - sin(t)) lI0ost<27} 
(14)y = 顶点 在 (0,0) ,(1,2) 和 ( - 1,4) 的 三 角形 的 边缘 . 
(15)y = 顶点 在 (0,0),(1,0),(2,1) 和 ( -1,5) 的 四 边 形 的 边缘 . 


第 二 十 七 章 的 附加 习题 


用 你 的 CAS 得 出 下 列 向 量 场 的 图 形 显示 . 如 果 你 的 CAS 没 有 这 个 功能 , 则 简单 地 画 出 几 个 代 
表 向 量 来 模仿 这 个 向 量 场 的 图 形 显示 . 

(1)v = xi+y)+ (x + yk. 

(2)v =-Y+w +2k. 


(3)v = 9, 其 中 由 (x,y) = cos(x) + pa 
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在 下 面 的 习题 中 确定 v 是 否 是 梯度 向 量 场 ,如 果 是 , 则 求 出 其 位 势 函数 

(4) v = royi + ry 

(5)v = ye™i + xe™j. 

(6) v = 3x :yzi + 2x yz) + x yk. 

(T) v= (x + yr)i + (yy +2x)) + (2 + xy)k. 

在 下 面 在 你 的 CAS 上 画 出 力 场 F 并 求 出 当 沿 空间 曲线 y 移动 质点 时 力 场所 做 的 功 . 画 出 每 

条 

(8)F = x + yj ,y(t) = (t,e) ,0<t < 10. 

(9) P = zi + 7 +zxk, 而 y 是 平面 x+y+z = 2 中 顶点 在 (2,0,0),(0,2,0),(0,0,2) 的 三 
角形 ,定向 是 从 z 轴 向 下 看 时 的 反 时 针 . 

(10) = 3x7yai +2x yaj +x* yk,y 是 平面 z+y+z = 2 中 顶点 在 (2,0,0),(0,2,0),(0,0,2) 

的 三 角形 ,定向 是 从 z 轴 向 下 看 时 的 反 时 和 针 . 

(DR = (zsin(x))it (x+ 六 /+ (y+e')k,y 为 单位 球面 和 锥 面 := Vx + 六 的 交 线 ， 
定向 为 从 z 轴 向 下 看 时 的 反 时 针 . 

(12) F = (x + ye)i+t (y+)j + (zz + 妙 ) 天 7 为 抛物 线 (大 ,0) ,0 < < 5. 

用 找 出 一 个 适合 的 位 势 函数 的 方法 计算 下 面 的 每 个 曲线 积分 . 

1 

+ 


(2 二) 
(13) (2xy’ dx + (1 - 3x2?2 )dy). 


(10) 
Td SF) + (SE -en(a)g) 
(15) 求 函 数 g(x) ,使 得 
v= g(x)(xsin(y) + ycos(y))i+ g(x) (xcos(y) — ysin(y) ). 
为 梯度 向 量 场 . 
用 格林 定理 计算 下 列 曲线 积分 . 


(16)$(* -和 好)dx + xdy,y 为 圆 (x -2)? + (y+3)? = 16. 
(17) 知 (1 + 4 - dy,y 为 顶点 是 (0,0),(2,0) 和 (0,5) 的 三 角形 
用 格林 定理 计算 下 面 区 域 的 面积 . 用 你 的 CAS 画 出 此 区 域 . 
(18) 在 第 一 象限 由 y = x,y = ， 和 y = 去 包围 的 区 域 


(19) 区 域 y(t) = (Scos’ (4) ,sin' (1t)) ,0 < + < 27. 
(20) 由 y = 3 和 y = x 包围 的 区 域 . 
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28.1 曲面 积分 
设 z = 用 x,7) 为 x,y 的 函数 , 它 在 xy -平面 上 的 一 个 有 界 区 域 .史上 可 微 , 
S=. 参 上 的 曲面 片段 


曲面 z=/ (x, y) 


入 .党 
记 .史上 的 曲面 片段 为 
S = {|(x,y,2) jz = f(x,y) 且 x,y e .»}, 
我 们 宣称 $ 的 面积 由 积分 


面积 (S) = /1+ Ea ( sd (28. 1) 
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给 出 


这 个 公式 令 人 想起 在 $ 16. 3 中 推导 出 的 弧 长 公式 (参看 $ 22. 2 也 是 切 题 
的 ). 在 证 明 (28. 1) 之 前 我 们 先 从 一 些 显示 其 用 途 的 例 古 开始 . 


例 28.1 求 平面 < + 2y + 6z = 12 在 本 圆柱 面世 + 世 = 1 内 部 的 那 一 块 的 


面积 . 


由 定义 
S = |(x,y,2) |x +2y +6z = 12, 且 委 + 萎 < 1 
因此 z = 有 (x,y) = 吾 (12 -x-27) ,下 = - 井 , 岂 = -到 我 们 的 公式 给 出 了 起 
要 的 面积 : 


Ee Ox oy 
-V+ ( 光 *( 贡 ew 
25+9 < 

= | dxdy 


28.1 曲面 积分 “441 ， 


1 
= 生 
oa 
一 | 
1 
on 
名 


例 28. 2( 球 的 表面 面积 ) ”计算 半径 为 R 的 球 的 表面 面积 . 
如 同 我 们 常常 看 到 的 那样 ,球面 上 的 点 (x,y,z) 满足 方程 2 +y +z = 展 .而 


本 数 
z=f/(x,y) = VR -x -yy 
在 *+y < R 有 明确 的 定义 . 其 图 像 显 示 是 熟悉 的 半径 为 R 的 半球 面 . 


了 


半球 面 


国 22+7P<R 


这 时 扎 x,y) 关于 x 和 y 的 偏 导数 各 为 


¥ - F(R 一 和 - 包 ) 坪 ， (-2o) 下 = (RB -2 - 姑 ) 二 ， (- 27y). 


ne 积分 


1+ J 和 /1 1 + dy 
(5) (9 


『 dzxdy _ 
+ sR VR -x 
给 出 . 这 个 积分 自然 适合 于 极 坐 标 ， 在 其 上 积分 的 那个 区 域 很 容易 被 描述 为 一 “ 
个 极 区 域 . 因此 设 
x = rcos(0),y = rsin(0) ,dxdy = rdrd6， 


4 


=R 


而 积分 变 为 
R | dy ;=R[" [= _rdrdg 
为 完成 此 计算 我 们 采用 简单 的 替换 = R? - 疡 ,du = - 2rdr， 
上 rdr 1 业 _ 
R: _r 2 jr A 
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R[ 人 = 2TRR2 


为 半球 的 曲面 面积 ,从 而 4mR- i 
曲面 面积 公式 的 推导 ”回忆 ( 见 $ 20.7) 如 果 v ,为 三 维 空间 中 的 非 册 
量 且 不 相互 平行 ,它们 则 张 成 一 个 平行 四 边 形 


这 表明 


曲面 的 一 小 片 


平行 四 边 形 
es ‘ 


其 面积 为 |v x wm|. 

现 考虑 在 xy -平面 中 一 个 面积 为 Ax: Ay 的 小 矩形 . 当 我 们 将 z = f(x,y) 应 
用 于 此 小 矩形 时 得 出 曲面 z = f(x,y) 的 一 小 片 . 当 我 们 放大 这 一 小 片 曲面 并 计 
算 其 端点 时 得 到 了 下 面 的 图 . 


(wp f(x, 3) 


» 


(x+Ax, yf (x+Ax, y)) 


(x+Ax ytAy, f (xtAx, ytAy)) 


当 我 们 定义 
9 =Axi +0j + (f(x + Ax,y) -f(x,y))k 
~Axdz + Yask, 
Ox 


w =0i + A + (f(x + Ax,y + Ay) -f(x + Ax,y))k 


28.2 ” 开 曲面 的 曲面 积分 。， 443， 


~Ayi of 
Ayj + ay ek . 


这 一 小 片 曲面 的 面积 近似 于 


i J 天 
of 
lvxw|= :和 3 = | ~ AxAyi - AxAY + AxAyk 
af 
0 Ay ayA7 
2 2 
0X 0y 


所 考虑 的 总 面积 由 对 在 区 域 .有 中 的 所 有 小 矩形 上 的 曲面 片 的 面积 求 和 得 到 , 因 
此 我 们 得 到 了 公式 


面积 (5S) = /1l+ ( 切 十 (2) ae 


8$ 28. 1 的 习题 

计算 下 列 曲 面 的 面积 

(1)5 为 圆锥 面 = x +y ,0<z<1. 

(2)8 为 平面 2x - y + 3z = 4 在 椭 轩 柱 必 + 世 < 2 中 的 那 部 分 
(3)S 为 曲面 z = 对 在 半径 4 中心 在 原点 的 圆 盘 上 的 部 分 


(4)5 为 单位 球面 (中 心 在 原点 ,半径 1) 在 平面 : = 二 上面 的 那 部 分 
(5)$ 为 椭 球 而 所 + 二 + 于 = 1 


C 


(6)5 为 球面 只 + 六 +2 = 4 在 椭 加 往 世 + < 1 内 的 那 部 分 


28.2 开 曲 面 的 曲面 积分 


在 考虑 曲面 时 ,我 们 必须 把 那些 为 立体 边界 被 称 做 闭 曲 面 的 与 那些 不 是 如 
此 的 曲面 分 开 来 . | 
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后 一 种 类 型 的 曲面 被 称 做 开 曲 面 ,本 节 专 门 讨论 它 ;至 于 闭 曲面 将 在 $ 28.3 中 
讨论 

设 o 代表 位 于 三 维 空间 中 的 二 维 曲面 的 一 小 块 . 我 们 将 假定 o 实际 上 是 平 
坦 的 , 即 e 位 于 某 个 平面 内 . 


| Zz 
oO 
好 cr 在 一 平面 内 
4 y 
x x 


定义 ”相伴 于 og 的 记 作 oq 的 曲面 向 量 是 个 委 直 于 0 而 长 度 等 于 er 面积 的 
向 量 . 

这 个 概念 容易 形象 化 :如 果 面 积 (oo ) 较 大 则 or, 很 长 ,而 当面 积 (o,) 小 时 
0 则 短 . 进一步 注意 到 这 里 总 有 两 个 从 o 出 发 的 不 同 的 曲面 向 量 ( 因为 o 是 平 
坦 的 ). 


28.2 开 曲 面 的 曲面 积分 “445， 


如 果 我 们 可 以 表达 一 个 曲面 向 量 为 形式 wx = ai + 妇 + ck, 其 中 c 关 0, 即 og 不 在 
一 个 垂直 于 xy - 平面 的 平面 内 ,因此 区 分 这 两 种 可 能 性 的 是 大 分 量 的 符号 , 即 e 
的 符号 . 我 们 引进 下 面 的 记号 以 使 此 表现 清晰 ， 

记号 ”已 知 二 维 曲面 的 一 个 平坦 小 块 r, 它 不 在 垂直 于 xy - 平面 的 平面 
内 , 令 o' 代表 其 下- 分 量 为 正 的 曲面 向 量 . 我 们 将 指称 er* 为 大 ~ 正 向 曲面 向 量 . 
以 er 代表 k - 负 向 曲面 向 量 , 它 被 定义 为 

O =-0o.. 

注意 o 的- 分 量 是 负 的 . 

注 ”如果 e 位 于 尉 直 于 xy - 平面 的 平面 中 , 则 er 的 大 - 分 量 为 0, 我 们 便 
不 能 通过 它们 的 大 - 分 量 来 区 分 这 两 种 可 能 的 曲面 向 量 . 然而 这 两 个 曲面 向 量 
可 由 考查 其 i - 或 j - 分 量 的 符号 来 区 分 . 在 这 些 情 形 可 给 出 相似 的 定义 . 为 简 
化 讨论 ,我 们 现在 只 注意 具 非 零 上 - 分 量 的 曲面 向 量 . 以 z = f(x,y) 形式 给 出 的 
曲面 便 是 这 种 情形 ,这 里 的 /是 可 微 的 :这 个 曲面 的 一 个 法 向 量 是 由 z - Kx,y) 
的 梯度 给 出 ( 见 $23.6) , 即 


V(z-f(x,y)) = 


由 于 曲面 面积 的 定义 在 技术 方面 有 一 些 复杂 ,我 们 先 从 一 个 有 启发 性 的 讨 
论 开始 . 给 出 一 个 向 量 场 F( 可 以 直观 地 想 成 是 一 个 力 场 或 流 ) 以 及 一 小 块 平坦 
曲面 o, 和 与 其 相伴 的 曲面 向 量 o* ,0 ,总 的 穿 过 o 的 亡 - 正 向 力 ( 流 ) 近似 地 为 
.0 ,而 总 的 穿 过 og 的 k - 负 向 力 近似 地 为 严 * oo ,我 们 在 这 两 种 情形 中 计算 
曲面 上 的 向 量 场 . 


向 量 场 下 


xX 


穿 过 一 个 大 曲面 5 的 总 - 正 向 力 ( 流 ) 是 这 样 得 到 的 :首先 用 无 穷 多 个 无 穷 小 
的 带 有 曲面 向 量 do* 的 小 块 覆盖 此 曲面 (使 此 曲面 好 像 是 一 条 由 小 块 拼 颖 成 的 
床单 ) ,然后 再 取 这 些 无 穷 小 平坦 小 块 的 流量 和 的 极限 . 这 个 和 的 极限 被 定义 为 
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曲面 积分 | | 严 de” 相似 地 , ||. de 代表 穿 过 5 的 总 大 - 负 向 流量 . 
3 3 


在 上 面 的 描述 中 隐 含 地 假定 了 : 当 我 们 沿 着 曲面 (在 我 们 的 小 块 上 ) 选择 
法 向 量 时 ,我 们 一 直 在 坚持 这 种 方向 选择 . 这 种 假定 并 不 像 它 初 看 起 来 的 那样 
会 傻 气 . 当 上 面 所 展示 的 证 明 没 有 明显 可 见 的 难点 时 ,问题 却 在 考虑 扭曲 的 划 
面 时 产生 了 . 先 看 一 个 生动 的 例子 . 默 比 乌 斯 带 是 由 取 一 长 条 纸 带 做 成 的 ,将 此 
纸 带 扭转 ,然后 粘 合 起 相对 的 边 ( 即 在 下 图 中 a 粘 合 到 4 而 粘 合 到 c). 


这 些 动作 的 结果 是 一 条 默 比 乌 斯 带 (我 们 
敦促 读者 用 纸 和 胶带 亲自 做 一 下 ). 关于 
这 个 曲面 的 独特 之 处 (和 棘手 之 处 ) 在 
于 ,如 果 你 开始 于 一 个 曲面 向 量 er 并 沿 着 
曲面 行进 ,在 完成 一 圈 之 后 你 停 在 曲面 上 
同一 点 但 此 向 量 却 指向 相反 的 方向 . 因此 
不 可 能 协调 地 拼 制 成 一 条 默 比 乌 斯 带 ,使 其 曲面 向 量 都 指向 相同 的 k - 正 向 ,或 
类- 负 向 . 默 比 乌 斯 带 是 称 做 不 可 定向 的 曲面 的 例子 . 

这 个 特异 的 例子 推动 了 对 定向 性 的 一 般 定义 . 一 个 曲面 5 被 称 做 定向 的 是 
说 ,如 果 在 一 点 选取 了 一 个 法 向 量 , 则 当 我 们 沿 $ 上 一 条 闭路 径 回 到 P 时 ,法 
向 量 的 方向 没有 改变 . 可 定向 性 让 我 们 能 协调 地 拼 制 我 们 的 曲面 . 应 该 说 明 , 可 
定向 性 是 件 普遍 的 现象 ,例如 任 一 单 连通 三 维 立 体 的 边缘 是 可 定向 的 ,任意 可 
微 疯 数 z = 玫 x,y) 的 图 像 也 是 如 此 . 

设 $ 是 个 定向 曲面 , 它 是 可 微 函 数 . 

z = f(x,y) 

在 xy - 平面 中 有 界 区 域 .史上 的 图 像 . 设 do 为 $ 上 曲面 面积 的 一 个 无 穷 小 的 小 
块 ,其 在 xy -平面 上 的 投影 是 个 无 穷 小 的 具 面积 dxdy 的 矩形 . 在 $ 28. 1 中 已 证 
过 我 们 现在 记 为 do 的 面积 , 它 由 公式 


dg = /+ ( 切 + (2) tu (28. 2) 
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曲面 5: 
Zz z=f(x.y) 也 do 


区域. 力 由 
给 出 . 现 回想 ( 见 $23.6) 曲面 z -f(x,y) = 0 在 点 (x,y,z) 的 法 向 量 是 由 
z 一 作 x,y) 的 梯度 给 出 的 : 
VY(z - -Kay)) =- a -+k 
注意 ,这 是 个 - 正 向 法 向 量 . 半生 闪 流 二 人 训 驴 计 兴 和 扩 
afy 1apy 

1+ ( 动 十 (加 ; 
(事实 是 在 (28.2) 中 出 现 的 平方 根 让 我 们 推导 出 了 曲面 积分 的 一 个 优美 的 公 
式 (28.5). ) 因此 一 个 单位 的 - 正 向 法 向 量 n' 由 商 
i A +k 


“= 天生 一 (28.3) 
| 


n 二 一 瑚 * 
Ea + = 天 
1+( 冯 +( 妆 
给 出 ,这 是 曲面 z ~ f(x,y) = 0 的 单位 k - 负 向 法 向 量 . 
与 我 们 的 无 穷 小 曲面 块 相 伴 的 是 两 个 曲面 向 量 :do* 和 do. 由 定义 ， 


do = 1 do 
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_ i i +k 了 
= 1+ (+ 
AeA . 


2 (~ +k)dedy, 


va): dxdy 


以 及 
- + -9/ Of 
do =-do’= 人 kjdxdy, (28.4) 


我 们 现在 去 充实 关于 曲面 积分 的 直观 讨论 . 

定义 ” 设 F = P(x,y,z)i+ Q(x,y,z)j +R(x,y,z)k 为 一 可 微 向 量 场 ( 即 分 
量 画 数 己 ,Q 和 尺 为 可 微 ), 设 S 是 一 定向 曲面 , 它 由 在 xy - 平面 上 一 个 有 界 区 域 
' 罗 上 的 可 微 郧 数 2 = f(%，,y) 给 出 , 定义 天 - 正 向 曲面 积分 为 


fe: EE < arP - MQ + R)dxdy, (28. 5) 


其 中 P,Q， 尺 在 曲面 上 取 值 ， 即 在 (28. 5) 中 已 = P(x,yf(%x,y) ) 等 等 . 这 个 曲面 积 
分 也 被 指称 为 穿 过 曲面 $ 的 总 的 天 - 正 向 流量 . 穿 过 $ 的 大 - 负 向 流量 定义 为 


Jr-ac = [(¥P + Yo -8)aray, (28. 6) 
S .家 


其 中 P,Q 和 及 在 曲面 上 取 值 . 

注 ”公式 (28.5) 和 (28.6) 直接 由 (28.4) 取 环 分 别 与 de* 和 do 的 点 积 
得 到 . 

例 28. 3( 穿 过 平面 的 流量 ) ” 求 向 量 场 h = x’i + xyj + 上 穿 过 平面 ax + 
by +cz = d(c 关 0) 在 0 x < 1,0 <y 有 1 部 分 的 - 正 向 流量 


平面 : ax + hby+ cz=d 


A 


28.2 ” 开 曲 面 的 曲面 积分 。， 449， 


为 了 计算 这 个 流量 ,我 们 先 把 此 曲面 表示 为 z = Kx,y) , (x,y) < 多 的 形 
式 . 这 容易 完成 :此 平面 为 = 一 (d - ax - 她 ) ,而 区 域 .2 可 简单 表 为 0 < x < 


1,0 科 y 冯 1. 于 是 


-af -了 
gx C “0y C 


而 且 由 定义 ,这 个 - 正 向 流量 为 
Lbs) 
例 28. 4( 穿 过 半球 面 的 流量 )  ” 设 F = xi + 计算 k- 正 向 流量 ,其 中 5 为 
半球 面 刀 + 和 多 + = 1,z>0. 
在 这 例题 中 > = V1 -* ~-y = f(x,y) 为 半球 面 的 方程 . 因此 


+» 


一 多 


CD 222 二 .ro 
2 
| 
ay VT 


区 域 多 只 不 过 是 圆 x + 7” = 1 的 内 部 . 结合 这 些 信息 我 们 看 到 


2 
SN ST ,eb 
| al Vl -wy 二 /dy 
这 个 积分 自然 适合 于 转换 为 极 坐标 x = rcos(g) ,y = rsin(6) 进行 计算 ， 


|e do’ = | 和 Et 


例 28.5( 流 进 抛物 面 的 流量 ) ” 画 在 下 图 中 的 抛物 面 方程 为 z = 1 -x? -y. 
求 二 维 位 置 向 量 场 = xi + yj 穿 过 此 面 的 总 - 负 向 流量 . 我 们 有 z = f(x，,y) 


= 1 -** -~ 六, 因此 六 =- 24, = - 2y, 而 kk - 负 向 流量 由 下 式 转换 为 极 坐标 
给 出 : 
在 ‘do = [ - (2x? + 272)dxdy 


x2+72&1 
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Rl 
=-[ [2r *。 rdrdg =- 公 


Z 


ss 
$28.2 的 习题 


对 下 列 曲 面 S 和 向 量 场 计算 曲面 积分 JF: do |r so. 


(1)F = xzi ~j+ yk, 其 中 5 为 平面 2x -y+3z =2 中 0 <x<1,0 <y<2 的 部 分 . 

(2) 下 = 2M - 2xj + 上, 其 中 5 是 抛物 面 z = 4 -x -大 在 xy -平面 上 的 部 分 . 

(3) 下 =- 旭 + 籽 + 和 天 ,其 中 $ 为 曲面 z = ‰y 位 于 拖 形 -1 生 x 和 1,0 三 y 三 2 之 上 的 部 分 . 

(4) 下 = 好 + 好 + 玻 , 其 中 8 为 圆锥 z = Vx + 和 在 0 三 z 大 1 的 部 分 . 

(5)FF = zi + 和 + 吕 ,其 中 5 为 曲面 z = x -xy+Y 在 矩形 0 <x<1,1<y<2 上 的 那 部 
分 . 

(6) 玉 = xzi + yj + x,S 为 下 半球 面 妈 + 关 + =1z<0. 

(7T)F = 好 + + 下 ,其 中 $ 是 顶点 在 (1,0,0) ,(0,1,0) 和 (0,0,2) 的 三 角形 . 

(8) = 3xzi + 了 一 yk, 其 中 5 为 顶点 在 ( -1,1,0),(1,0,1) 和 (0,0,5) 的 三 角形 . 


28.3 闭 曲 面 的 曲面 积分 


闭 曲 面 ( 比如 像 球面 或 椭 球 面 ) 不 能 表示 为 一 个 函数 z = f(x,y) 的 图 像 显 
示 . 注意 这 类 比 于 xy - 平面 中 一 条 闭 曲 线 永 不 是 某 个 函数 y = g(*) 的 图 像 显 
示 . 要 明白 这 点 ,回忆 由 定义 ,给 出 一 个 函数 z = f(x,y) ,表示 对 此 平面 中 每 个 点 
(x,y) 只 有 一 个 唯 二 的 值 z = f(x,y). 因此 函数 的 图 像 显 示 不 能 像 下 图 那样 弯 
曲 ( 从 而 给 出 第 二 个 z 值 ) 以 形成 一 个 闭 曲 面 . 但 是 取 一 个 闭 曲面 并 将 其 表示 为 
若干 个 曲面 的 并 ,其 中 每 一 片 是 某 个 函数 的 图 像 显 示 是 可 能 的 . 下 面 的 例子 解 
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释 了 这 个 过 程 . 


{%, ») 
x 


例 28.6( 球 面 ) ”函数 z = VR -x -六 以 半径 RR 的 上 半球 面 为 其 图 像 显 


示 , 记 为 SY 而 z = - VR -x 一 六 给 出 下 半球 面 5‘"*. 整个 球面 简单 地 为 
并 5 三 SCT 半 ) U S' 上 半 ) . 


x > 
Na 


例 28.7( 立 方 体 ) ”单位 立方 体 是 六 个 不 同 开 曲面 5, ,5,,S; ,Ss ,5; ,56 的 
并 ,它们 由 六 个 函数 给 出 ， 


SI:z=0, (0O<x<1,0<y<1) 
S.:z=1, (Ox<x<1,0<y<1) 
Ss:y=0, (0O<x<1,0<zz<1) 
Ss:y=1, (Osx<1,0<zz<1) 
Ss:x*=0, (Os<y<i1i,0<zzs<1) 
So:x*=1, (Osy<1,0<z<1). 
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一 旦 我 们 把 闭 曲面 描述 为 不 重 伙 的 开 曲 
面 的 并 i 
S=SUSU…US， 
我 们 就 可 以 定义 这 种 曲面 积分 了 . 回想 要 计 立方 体 的 六 个 面 
算 一 个 曲面 积分 , 必须 选取 曲面 向 量 , 而 这 种 
选取 有 两 种 方式 . 这 里 的 标准 约定 是 曲面 向 y 


量 指向 外 部 (在 作 此 假定 时 ,已 暗含 了 此 闭 曲 
面 有 一 个 明确 定义 的 内 部 和 外 部 的 假定 ). 为 
完成 此 任务 , 我们 集中 于 开 曲面 S(1 < i < 
m) 中 每 一 个 , 并 选取 指向 外 部 的 曲面 向 量 
ci 注意 ,我 们 在 选择 这 些 曲面 向 量 时 ,有 时 用 大 - 正 向 曲面 向 量 , 有 时 用 大 - 负 
向 曲面 向 量 (同样 有 /和 1 正 向 和 负 向 曲面 向 量 ). 现在 给 出 向 量 场 下 ,我 们 定义 


hr: do = 3 LE (28.7) 
例 28.8 设 F = xi+ ,计算 曲面 积分 
fe “dg, k 正 向 曲面 向 最 


其 中 $ 是 半径 为 1 的 球面 . 

在 例 28. 6 中 我 们 看 到 S = SC U SC ， 
其 中 SS( 上 半 ) 由 函数 z 二 /] 一 和 好 -py 给 出 而 x 
S'F¥) 由 z 到 全 /1 a 好 给 出 . 这 时 SC 上 上风) 的 
曲面 向 量 指向 外 表明 为 大 正 向 ,而 83475 指向 外 的 曲面 向 量 是 大 负 向 的 . 回想 例 
28. 4 中 的 计算 ,我 们 有 


fe: do= Fr: do'+ [Fado 


了 


所 负 向 曲面 向 量 


Ss( 上 ¥) S( 下 半 ) 
= 2 -过 土 二 -dzdy 三 3 
x24+72 和 1 VY 工 一 区 一 入 3 


例 28.9 设 F = x?i -2xg +yk. 计算 曲面 积分 [F . do, 其 中 5 为 例 28.7 的 
六 


单位 立方 体 的 表面 . 
为 了 计算 此 曲面 积分 ,我 们 首先 计算 各 片段 5; 的 外 法 向 量 . 在 曲面 5, 上 ， 
z=0,0<x<1,0<y<<1, 从 而 n， = ~ 上 .类 似 地 ,n，=. 剩 下 的 立方 体 的 面 


28.4 散 度 定理 ‘453. 


实际 上 不 是 形 如 z = f(x,y) 的 函数 的 图 像 显 示 . 曲面 5; 事实 上 是 形 如 
7 = f(x,z) 的 函数 的 图 像 显 示 , 在 这 里 f(x,z) = 0. 相似 地 ,5 是 函数 
7 = 所 x,z) = 1 的 图 像 显示 . 这 两 种 情形 中 心 = -j,n。=j. 最 后 ,S; 和 56 分 别 
是 x = f(y,z) = 0 和 x = f(y,z) = 1 的 图 像 显 示 , 它们 的 法 向 量 为 
ns =-i,ne =i 
形 如 y = f(x,z) (或 x = f(y,z) ) 的 函数 的 曲面 积分 完全 以 $ 28.2 和 § 28. 

3 中 的 考虑 的 相同 方式 进行 计算 (注意 ,可 定向 性 的 概念 与 任何 特定 变量 无 关 ). 
因此 这 时 曲面 向 量 由 下 式 给 出 : 

do = ndxdy, do = ndxdy, dg; = nsdxdz, 

do = mdxdzs, do = nsdydz, do = nedydz, 
而 曲面 积分 为 


fe ‘do = [ [yaxay + 下 [ — ydxdy + [ [2xzdxdz 
3 


+ 全- 2xedrdz + [ [oardz + [ [ardz EE 


8$ 28. 3 的 习题 


设 F = xi + + 水 为 位 置 向 量 场 .在 习题 (1) ~ (5) 中 计算 人 “do,5 为 下 列 已 知 曲面 . 


(1)5 为 单位 立方 体 :0 < x <1,0 <y<1,0 < :<1 的 表面 . 
(2)5 为 球面 x** +y +z = 9. 
(3)5 为 四 面体 的 表面 ,顶点 为 (0,0,0) ,(2,0,0) ,(0,2,0) ,(0,0,5)， 
(4)3 为 圆柱 多 +2 < 1,0 < x < 2 的 表面 . 
(5)8 为 圆柱 和 + zz < 4,0 < y < 2 的 表面 . 
(6) 设 FF= -jit 对 + 上 为 自 旋 向 量 场 . 证 明 

fedr=0 

s 


对 上 面 的 每 个 闭 曲 面 都 成 立 . 


28.4 散 度 定理 


设 F(x,y,z) . P(x,y,2)i + Q(x,y,2)7 + R(x,y,z)k 为 一 个 可 微 向 量 场 . 
定义 记 为 div(F) 的 的 散 度 由 下 面 的 公式 定义 ; 
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div(F)= Y:F 


= (ir + et)°P 
_ 9P , 30 , 9R 
"ax! dy dz 
注 ”向 量 场 F 的 散 度 是 三 个 变量 x,y,z 的 纯 量 函数 . 
例 28.10 计算 F(x,y,z) = 3x2yi -2x3yg + 2 的 div(F). 
在 这 里 我 们 有 
div(F) = 人 (37) + > 2x3yz) + 记 (z#) 


= 6xy — Bx yz + 5z4. 
例 28.11 计算 在 F(x,y,z) = 2e’cos(yz)i + (lny)j + cos(xz)k 时 的 
div( F). 
在 此 例 中 


div(F) = 2e’cos(yz) + gy — xsin( xz). 


现在 考虑 一 个 三 维 的 实体 B 及 包 住 8 的 表面 , 即 我 们 记 作 38 的 B 的 边界 . 
显然 98 是 个 闭 曲 面 . 

定义 。” 称 一 个 闭 曲 面 是 简单 的 是 说 如 果 ;: 

(1) 它 是 由 两 个 变量 的 可 微 驴 数 界定 的 有 限 个 曲面 的 并 . 

(2) 它 是 定向 的 

(3) 它 不 自 交 . 

我 们 现在 可 以 叙述 散 度 定理 了 . 

定理 28. 12( 散 度 定理 ) ” 设 B 是 个 三 维 立 体 ,边界 3B 是 个 简单 闭 曲 面 . 已 
知 下 是 个 可 徽 向 量 场 ,我 们 则 有 等 式 


和 Panaru = fr: dg. 
这 个 定理 的 动机 ( 它 可 以 看 作 格 林 定 理 的 推广 ) 将 在 第 29 章 中 给 出 . 目前 
我 们 只 局 限于 解释 这 个 非常 有 用 的 定理 . 
例 28.13 设 F = i+ 计算 fF do, 其 中 8 是 半径 为 1 的 球 ( 即 实 心 
球 ) ,中 心 在 原点 . 


这 个 实心 球 的 边缘 就 只 是 半径 为 1 的 球面 . 读者 会 注意 到 ,实际 上 我 们 在 例 
28. 8 中 已 计算 过 这 个 积分 了 . 因此 这 个 例题 可 以 作为 散 度 定理 的 验证 : 
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div(F) =VY .有 =2， 


因此 
大 :ac = Pa 3 
这 是 由 于 球体 有 体积 所 . 
例 28.14 设 F = x?i -2xz + Yk. 计算 
le “do, 
aB 
其 中 8 是 单位 立方 体 B = | (x,y,z) |0<x<1,0<y<1,0<z<1|,08 为 
其 边缘 . 
此 例 中 的 发 散 量 为 
div(F) = 2x, 
因此 


fe “do = [ [2xaxayaz =1. 
注意 ,这 与 我 们 在 例 28. 9 中 的 计算 一 致 
例 28.15 设 F = (3xz22 -2%x)i -2%yj - 2xek. 计算 |z “do, 其 中 3E 是 椭 


球体 E = |(x,y,z) | 妇 + 并 + 全 <2| 的 边缘 
在 这 最 后 一 个 例子 中 ， 
div(F) = 二 (32 — 2x) + 2) + A — 2xz3 ) 
=6xz -2+2 -6xz =0, 
因此 IF .de = 0. 
| oc 


§ 28. 4 的 习题 


求 下 列 向 量 场 的 散 度 . 
(1)9 = 2x yi -od +k. | (2) 9 = xz + xyaf — 3x2k, 
{3) gw = xzi + cos( yz)k. (4) v = ye’i - ln(x’y)k, 
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(5)v = ei— 2cos(yz)j + 2k. (6)v= i 一 (2 + ez 天 


用 散 度 定理 计算 下 列 曲面 积分 站 .dr 


(7)F = xi+77+zK, 其 中 3 为 半径 为 1 的 球面 

(8)F = 3x2Wi - 邓 + zk, 其 中 5 是 单位 立方 体 0<x<1,0<y<1,0 <z< 1 的 表面 . 

(9)F = x'zi -2xy + 3xzk,S 是 长 方 体 0<x<1,0<y<2,-1<z<1 的 表面 . 

(10) F = 3x2yi - 必 + zk,S 为 顶点 在 (0,0,0),(1,0,0),(0,1,0) 和 (0,0,1) 的 四 面体 的 表 
面 . 


(11D)F = In(zy)i + cos(xz)j - 二 天 ,3 是 半径 为 3, 中 心 为 (5,5,0) 的 球面 


2 
(12) 玉 = 3xi + 2sin(x?z)j - zk,S 为 椭 球 体 x? + 加 + < 4 的 表面 . 


(13)F = xi + + zk,S 为 在 平面 z = 2 和 z = -2 之 间 的 圆柱 体 x* + yy < 9 的 表面 . 
(14) 已 知 有 可 微 向量 场 F 和 G,c 为 常数 ,证 明 
(i) div(F + G) = div(F) + div(G), 
(ii) div(cF) = cdiv(F). (15) 设 F 为 可 微 向 量 场 ,g(x,y,z) 为 可 微 函 数 . 证 明 
div(gE F) =g:div(F)+ Vg*F. 
(16) 设 f 和 gg 为 可 微 函数 . 证 明 
div( Vf x Yg) = 0. 
(17) 已 知 一 个 二 次 可 微 函数 ,我 们 定义 的 拉 壮 拉 斯 为 
2 2 2 
vif = div( yf) = 好 + 
如 果 J 和 8 都 是 二 次 可 微 函 数 ,证 明 
V*(fe) =fVig+gvf+2Vf:. Veg. 


多 1 
(18) 称 西数 /是 调和 的 是 指 如 果 9 "7 = 0 成 立 . 证 明 卫 数 二 二 二 元 为 除 原点 外 处 处 为 调 
和 的 
28.5 旋 度 和 旋 量 


想象 向 量 场 F = P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz 为 一 个 力 场 , 即 
在 空间 中 每 点 的 一 个 力 . 如 果 我 们 放 一 个 圆 盘 在 此 空间 中 ,于 是 便 自然 地 产生 
了 问题 :这 些 力 能 使 圆 盘 自 旋 吗 ? 

这 个 问题 并 非 完 全 不 可 理解 :如 果 我 们 把 风力 形象 化 地 比 作 一 个 作用 于 飞 
行 的 飞机 上 的 向 量 场 , 则 自 旋 的 影响 将 决定 此 飞行 是 否 舒适 . 
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为 回答 此 问题 ,回想 
i jj 天 
curl(F)= A 
Ox 09y 0z 
P 0 R 
=( 坚 - 交 )i+ (站 -中 + (2 -Ek 
0y 0z 0z Ox dx% 97y 


用 力学 的 基本 原理 可 以 证 明 , 如 果 n 是 圆 盘 的 单位 法 向 量 , 则 如 果 
curl(F) .nz 0. 
此 圆 盘 将 自 旋 , 我 们 定义 一 个 小 圆 盘 的 旋 量 为 公式 
spin = curl(F) :+o, 

其 中 心 与 此 圆 盘 相 伴 的 曲面 向 量 . 我 们 以 一 些 简单 的 例子 来 解释 这 个 概念 . 

例 28. 16( 绕 轴 的 自 旋 ) ” 设 a = ali + ay + os 为 一 固定 向 量 ,r = 好 + 和 好 + 下 
为 位 置 向 量 场 ( 见 $27.1). 向 量 场 

F=axr 

i J kk 


Ql 02 03 


% yy Zz 
= (gz ~ yi + (ax -az)f + (a1y ~ asx)k 


的 图 形 显示 由 哪些 向 量 组 成 : 它们 绕 一 个 固定 的 向 量 ( 现 在 看 作 一 根 轴 )e 旋 
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转 . 


本 


向 量 = a xy 绕 轴 a 旋转 是 确定 叉 积 的 右手 法 则 ( 见 820.6) 的 直接 推论 . 
例 28.17 在 例 28.16 中 设 a = 天 知道 自 旋 向 量 场 是 
F=axr=-)yi+Xx, 
计算 一 个 单位 圆 盘 ( 面积 为 1) 放 在 zy ~ 平面 的 原点 时 的 旋 量 . 
因为 此 圆 盘 的 单位 法 向 量 就 是 n = ,所 考虑 的 旋 量 由 下 式 给 出 : 
spin = curl(F) :nn 


i jj 大 

=-|9 9 9|.k=2 
ox 0y 0z 
~y x* 0 


例 28.18( 位 置 向量 场 ) ”定义 为 r = xi + yj + 区 的 位 置 向 量 场 对 任何 圆 盘 
没有 自 旋 , 这 是 因为 
curl(r) = 0. 
这 等 于 说 在 圆 盘 ( 放 在 任意 位 置 ) 上 作用 的 力 抵消 了 . 
例 28. 19( 平行 向 量 场 ) 设 F = 杂 , 形 
象 上 看 下 由 平行 的 向 量 组 成 . 因为 curl( FF) 7 
= 六 0, 我 们 看 到 位 于 xy -平面 中 的 一 个 圆 
盘 会 发 生 自 旋 . y 
要 弄 清 这 个 自 旋 的 方向 只 要 注意 到 ,如 S 
果 x。 > x 则 力 向 量 *,j 大 于 力 向 量 xi 大 参照 7 5 
右 图 知 旋转 方向 是 反 时 针 的 . 了 
例 28. 20( 梯度 向 量 场 ) ” 设 
F = 9 中 (x,y;z) = 5 十 十 sd 
为 一 梯度 向 量 场 ,其 位 势 函 数 为 由 由 定义 ,curl() 为 


curl(F) = i (之 唱 - 己 咒 )7+( 卫 邓 - 卫 台 庆 
0y 0z 9z 907 0z Ox 0x 0z Ox 0y 9y 0x 
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回想 当 我 们 颠倒 偏 微分 顺序 时 ,结果 仍 保持 不 变 ( 见 §23.3) ,我 们 看 到 了 


9908_ 0G 98_ 998 3G8_. 3 
By dz dz8y’0zOx bxgz?ox 9y 0y ox’ 


从 而 curl(P) = 0, 即 梯度 向 量 场 没有 自 旋 . 
$28. 5 的 习题 


用 你 的 CAS 得 出 下 列 向 量 场 p 的 图 形 显示 . 对 每 个 向 量 场 p 计 算 : 当 一 个 单位 圆 盘 放 在 xy - 平 
面 上 ,xz -平面 上 和 yz - 平面 上 的 原点 时 的 旋 量 ( 准确 到 符号 )， 


(1)vw = zi— xk. (2)v=-y+s~ yk. (3)o= ri+% -2k. 
(4)v = 3 (5)v = 3%. (6)v = 32. 
(7)@ = (x+ 从) 大 (8) = 2xyzi + x xf + x yk. 


(9) v = yzcos(xyz)i + xzcos(xyz)f + xycos(xyz)k. 
(10) 已 知 可 微 向 量 场 F 和 G,k 为 常数 .证明 (i)curl(F +G) = curl(F) + curl(G). 
(ii)curl(kF) = kcurl( F). 
(11) 已 知 可 微 向 量 场 F 和 GG, 证 明 
diyv(F x G) = G :cul(F) -Fcurl(G). 
(12) 已 知 可 微 向 量 场 FF 和 GG, 证明 
V(F.G) = (FV)G+(G: V)F +F xcurl(G) +G x curll(F). 
(13) 已 知 可 微 向 量 场 尺 和 一 可 微 函 数 .xzx,y,z) ,证 明 等 式 
curl(f* F) =f°*curl(F) + YFx 兢 
(14) 假设 F 具 有 连续 的 二 阶 导数 . 证明 
div(curlF) = 0. 
(15) 已 知 可 微 向 量 场 F = (x,y,z)i+ 有 h(x,y,2)j + 有 (x,y,z)K, 其 中 每 个 /为 二 次 可 微 . 定 
义 下 的 拉 将 拉 斯 为 
VF = Vifi+ Vfj+ Vfk, 
其 中 V5/ 是 $28.4 的 习题 (17) 中 定义 的 拉 普 拉 斯 . 
证 明 
curl(curlF) = V (divF) ~ V2F. 
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在 最 后 这 一 节 中 我 们 再 次 考虑 三 维 空间 中 一 个 开 的 定向 曲面 , 它 是 
(x,7) s 史 的 函数 = f(x,y) 的 图 像 显 示 , 其 中 .2 是 xy - 平面 中 某 个 有 界 的 
单 连通 区 域 . 
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YZ 


给 出 一 个 可 微 向 量 场 ,我 们 希望 确定 下 在 S$ 上 的 总 旋 量 . 按照 我 们 一 贯 的 方 
法 ,首先 用 无 穷 小 圆 盘 拼接 成 5, 其 中 对 每 个 小 圆 盘 do 伴 以 k - 正 向 曲面 向 量 


dor . 
x 


在 每 个 微小 的 圆 盘 上 的 旋 量 为 eurdl() de” ,而 穿 过 5 的 总 旋 量 应 由 这 些 旋 量 
的 和 的 极限 给 出 , 即 总 旋 量 是 曲面 积分 


[ean a) .do'. 


斯 托 克 斯 定理 是 个 著名 的 等 式 , 它 将 上 面 的 积分 与 围 成 曲面 5 的 曲线 (我 
们 以 83 表示 ) 上 的 曲线 积分 联系 起 来 . 在 叙述 此 结果 之 前 我 们 必须 讨论 曲线 25 
的 定向 . 设 普 为 曲面 $ 的 一 个 类- 正 向 法 向 量 . 用 你 右手 的 大 拇指 指向 n 的 方向 ， 
然后 让 右手 绕 曲线 卷 起 , 则 诱导 出 了 55 的 定向 . 稍 作 观 察 便 清 楚 这 个 定向 ( 正 
如 下 图 图 示 ) 是 逆 时 针 的 . 斯 托 克 斯 定理 说 : 
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feunr) .dur+ = 人 .dr. 


5 


x 


例 28.21 对 抛物 体 表面 z = 1 -x -yy,0<z<1 与 =zi+ 凡 -yk 验 
证 斯 托 克 斯 定理 ， 


Li 曲面:z 一 1 天 天 


% 


以 5 表示 曲面 并 注意 3S 是 xy - 平面 中 的 单位 圆 , 即 

9S = {(x,y,0) |x +y = 1). 
为 了 计算 绕 95 的 曲线 积分 ,我 们 先 把 它 参数 化 : 

x = cos(0),y = sin(0),z = 0(0 < 0 < 27), 
因此 
dx =-sin(g)dbg,dy = cos(9)dg,dz = 0. 

于 是 

fr .dr = $lzdx + xdy - ydz) 

3 35 


= [Ceos(e))2ag = 可， 
另 一 方面 , 当 将 $ 表示 为 形式 


妇 + 刀 -1+z=0 
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时 ,我 们 看 出 - 正 向 曲面 向 量 是 

do’ = (2xi + 2J7 + Kk) dxdy. 
现在 curl(F) 由 下 式 给 出 : 


k 
9 |=-i-j+k, 


curl(F) = 3 


因此 
eun(r) “do' = [ (—2x -2y+1)dxdy 


号 xz2+ 和 二 1 


= FL — 2rcos(0) -2rsin(8) + 1)rdrd9 = 7, 


从 而 验证 了 这 种 情况 下 的 斯 托 克 斯 定理 . 
例 28.22 考虑 由 z = x +Y 给 出 的 锥 面 ,其 中 0 <z<1. 对 F =-yit+ 


休 + 验证 斯 托 克 斯 定理 . 


此 例 中 的 锥 是 函数 z = Vx +y,0 < z < 1 的 图 像 显 示 . 现在 


其 


以 及 


lH(F)= | 一 
curl( 五 ) 二 


我 们 最 后 得 到 
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和 anacP) “do! = [ 2dxdy = 2Tr. 
5 x2+72€1 


要 完成 对 斯 托 克 斯 定理 的 验证 , 先 对 95 参数 化 . 这 时 的 35 是 在 平面 z = 1 上 的 
半径 1 的 圆 ,参数 化 为 
X = cos(0),y = sin(9),z = 1， 


它 使 我 们 能 很 快 地 计算 所 讨论 的 曲线 积分 : 
4 ‘dr= (~ ydx + xdy + dz) 


= { (Csin(0))? + (cos(6))2)dg = 2 


作为 本 章 结尾 ,我 们 提出 一 个 容易 证 明 的 斯 托 克 斯 定理 的 推论 . 
推论 28.23 如 果 玉 是 个 梯度 向 量 场 , 则 对 在 一 有 界 区 域 上 一 个 可 微 函数 
z = /(x,y) 的 图 像 显 示 的 一 个 定向 开 曲 面 5, 我 们 有 


和 :dr = 0， 
ED 
其 中 99 代表 5 的 边缘 ， 


证 明 ” 当 我 们 回想 ,只 要 FF 是 个 梯度 向 量 场 则 curl(F) = 0( 见 例 28. 20)， 
斯 托 克 斯 定理 立刻 给 出 了 这 个 推论 : 


“dr = for) .do+ = 0. 


8$ 28.6 的 习题 


(1) 对 曲面 z =4 -x -7,0 <z<4 以 及 F = 2zi -2xj +2yk 验证 斯 托 克 斯 定理 . 


(2) 对 锥 z = Vx +Y,0 二 z <2 和 FF = i- 乾 + 关 验证 斯 托 克 斯 定理 . 
(3) 对 顶点 位 于 (1,0,0) ,(0,1,0) 和 (0,0,1) 的 三 角形 的 曲面 和 = zi + yj + xyk 验证 斯 
托 克 斯 定理 . 


用 斯 托 克 斯 定理 计算 下 列 的 曲面 积分 fcurl(F) .dor. 


(4)5 为 半球 面 x* + +2 =1,z>0,F = 2x22t -jf + yk 
(5) 5 为 顶点 在 (1,0,0) ,(0, - 1,0) 和 (0,0,1) 的 三 角形 ,F = -yi+jj-xk. 


利用 斯 托 克 斯 定理 计算 下 列 曲线 积分 人 ‘dr. 
EY 
(6)F = 一 yi+ 对 + 允 ,05 为 圆柱 面 + yy = 1(z 任 意 ) 和 平面 y+z = 3(x 任 意 ) 的 交 线 . 
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(7)F = 好 + 和 籽 + 焉 ,0S 为 包围 任意 简单 曲面 的 简单 闭 曲线 . 

(8) 设 5, ,5, 为 具 同 一 边界 曲线 的 两 个 曲面 , 即 C = 3S，= 65,. 证 明 如 果 SS 和 5, 位 于 C 的 相 
反 的 面 则 

undP) ‘do =- [oa * der . 


a 


(9) 设 C 为 一 条 简单 曲线 .已 知 有 可 微 函 数 / 和 ,证明 
由 CUve regy 有 "dr=0 
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计算 下 列 曲 面 的 曲面 面积 
(1)5 为 抛物 面 : = 2 - x -在 xy -平面 上 的 那 部 分 . 
(2)3 为 曲面 z = x + 在 顶点 为 (0,0),(1,1),(0,1) 的 三 角形 上 面 的 那 部 分 . 


(3)5 为 抛物 面 : = 好 +y 在 了 < z < 6 的 部 分 

(4)3 为 曲面 7 = x 在 z = 0,z = 4,y = 1,y = 2 之 间 的 部 分 . 

计算 下 烈 曲 面 S 和 向 量 场 的 曲面 积分 Jeurl(F) : do* 和 由 cua(F) .de 
5 5 


(5)F = xi + y+ zk,S 为 习题 (1) 中 的 曲面 . 

(6)F = 好 + 下 ,3 为 抛物 面 z = 所 + 在 平面 : = 4 下 面 的 那 部 分 . 

(7)F = +7 帮 + 破 ,S 为 曲面 z = xy 位 于 矩形 0 < x 大 2, -1 <y<1 上 面 的 那 部 分 . 

(8) 下 = 姑 + 和 + 下 ,3 为 圆柱 面 + zz = @ 在 第 一 卦 限 中 处 于 平面 x = 0,x = 9,z = y 和 
z = 27 之 间 的 那 部 分 . 

(9)F = (zx+yii+(y+z)j+(z+x)KS 为 平面 x + y+z = 1 在 第 一 封 限 中 的 那 部 分 . 

求 下列 向 量 场 的 散 度 . 用 你 的 CAS 计算 以 检验 你 的 答案 . 


(10)F = evi - cos(y)j + ein? (4)k (DF = — O(n + +). 


VA +t + 
(12)F = In(x)i + ewj+ arctan( 过 六 


用 散 度 定理 计算 下 列 曲面 积分 . 

(13) R= e”i ~ cos(y)j + sin*(x)k,S 是 由 坐标 平面 和 x = 1,y = 1,z = 1 围 成 的 立方 体 的 
表面 . 

(14) 严 = zx +,S 为 球面 x + +2 = 0 

对 每 个 向 量 场 bo 计算 一 个 放置 于 xy -平面 ,xz -平面 和 yz -平面 内 的 原点 处 的 单位 图 盘 的 旋 

量 ( 准确 到 符号 ). 用 你 的 CAS 得 出 向 量 场 w 的 图 像 显 示 . 
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Vr + + 


(17)v = iIn(x)i + evj+ arctan( 于 
z 


(15) w = (和 + 好 + 该 ). (16) bg = ei - cos(y)7 + sin2(x)xK. 


用 斯 托 克 斯 定理 计算 下 列 曲面 积分 『 eua( F) . de'， 
s 
(18)F = 3zi + 4xxj + 2yk, 其 中 5 是 抛物 面 : = 4 -x -x 在 xy -平面 上 面 的 部 分 . 
(19) 已 = (z+ sin(x))i+(x+y)j+ (y+e")k,5 为 锥 面 := Vr + 和 在 平面 z = 3 下 面 的 
部 分 . 
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29.1 微分 形式 和 模 积 


迄今 我 们 已 经 遇 到 过 的 高 维 积分 定理 一 一 格林 定理 、 散 度 定 理 和 斯 托 克 斯 
定理 , 初 看 起 来 相当 不 同 . 现代 数学 的 成 就 之 一 是 发 展 了 一 种 理论 ,可 用 来 证 明 
这 些 定理 都 是 一 个 微 积分 基本 定理 的 极为 广泛 形式 的 特殊 情形 . 回忆 一 下 , 微 
积分 基本 定理 的 本 质 就 是 说 微分 和 积分 是 互 逆 的 过 程 , 即 


号 (时 + C) =2«,f2xdx = 2 +C (29. 1) 


这 个 基本 的 观察 可 以 推广 到 高 维 情形 ,并 在 这 样 做 时 ,我 们 就 会 达到 称 之 为 微 
分 形式 理论 的 这 个 统一 理论 . 

要 引起 对 这 个 理论 的 兴趣 我 们 先 考查 已 经 出 现 过 的 种 种 高 维 积分 . 曲线 积 
分 具有 形式 


[Psys2) dx + Q(z,y,2)dy + R(x,y,2) dz), (29.2) 
最 一 般 的 曲面 积分 由 下 式 给 出 : 
[PCs,y,2) dray + Q(x,y,2) dydz + R(x,y,z) dzdx), (29. 3) 


而 三 重 积分 有 形式 
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Pe,y,z) drdyaz (29. 4) 


出 现在 这 些 积分 里 面 的 表达 式 
P(x,y,z)dx + Q(x,y,2)dy + R(x,Y,z)dz, 
P(x,y,z)dxdy + Q(x,y,2)dydz + R(x,y,z) dzdx, 
P(x,y,z)dxdydz (29. 5) 
都 被 称 做 (分 别 为 1,2,3 维 的 ) 微分 形式 . 微分 形式 的 理论 将 把 这 些 表达 式 按 统 
一 的 方式 分 类 ,并 将 提供 一 个 强 有 力 的 工具 来 观察 作为 互 逆 过 程 的 高 维 积分 与 
微分 . 
定义 0 -形式 是 三 个 变量 x,y,z 的 任何 一 个 可 微 函 数 f(x,y,z). 
称 表达 式 dx ,dy, dz 为 微分 . 
定义 ”1 - 形式 是 具 下 列 形式 的 表达 式 
w = P(x,y,2)dx + Q(x,y,2)dy + R(x,y,z)dz, (29.6) 
其 中 P,Q,R 为 0 - 形式 . 
注 ”给 出 两 个 1 - 形式 
oj = P(x,y,2)dx + Q(x,y,2)dy + R(x,y,z)dz, (i = 1,2) (29.7) 
我 们 定义 它们 的 和 与 差分 别 为 
wi + w= (P(x,y,2) + P,(%,y,2))dx 
+ (Q(x,y,2) + Q(x,y,2))dy 
+ (Ri(x,y,z2) + R,(x,y,z))dz. (29. 8) 
另外 ,如 果 f = f(x,y,z) 是 个 0 - 形式, = Pdx + 0dy + Rdz 是 个 1 -形式 ,我 
们 定义 
f*w=f: Pdx+f: Qdy+f.: Rdz. (29. 9) 
在 定义 了 1 - 形式 的 加 法 和 减法 ,以 及 一 个 0 - 形式 乘 以 1 - 形式 后 ,我 们 
自然 想 去 定义 两 个 1 - 形式 相 乘 . 我 们 将 要 定义 的 这 个 运算 被 称 做 棉 积 ,以 人 
表示 ( 读 作 “ 模 ”). 棉 两 个 1 - 形式 的 结果 将 是 一 个 2 - 形式 . 
考虑 由 形式 表达 式 
du Ad (du,dv e {dx,dy,dz}|) 《29. 10) 
的 和 与 差 组 成 的 集合 ,它们 遵从 下 列 等 式 
dxAdry=-drAdz,dyAdz=-dAdrdzAdr=-dxzA 人 dz 
(29. 11 ) 
以 及 
dx Adr=0,dyAdy =0,dz 人 dz = 0. (29. 12) 
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我 们 可 以 把 棉 积 扩张 到 任意 的 1 - 形式 w ,w, ,并 考虑 2 - 形式 


wi 人 w,, 


(29. 13) 


要 做 到 这 一 点 只 要 我 们 列 出 下 面 的 条 件 : 对 任意 三 个 1 ~ 形式 w ,wz,w 有 


(ol +t) Aw=w Aw+w, Aw, 
W 人 (oil+mw)=wA 人 w+wA 人 Now， 
而 对 一 已 知 0 - 形式 f(x,y,z) 有 
fro Nw, = ow Mf:w, 
即 可 . 
例 29.1 展开 并 简化 棉 积 
((x? -27y)dx -xy dz) A ydx. 
我 们 用 (29. 10) 到 (29. 15) 简化 这 个 横 积 : 
((x -2y)dx -xy dz) M ydx 
= ( -2y)dx A ydx + (~ xy’)dz A ydx 
= y(x* -2y)dx A dx -xy’dz A dx 
= xy'dx A dz. 
例 29.2 展开 并 简化 棉 积 : 
(ydx - xdy) A (x ydx + yxdz). 
这 个 例题 相似 于 前 面 的 一 个 : 
(ydx ~ xdy) 人 (xydx + yxdz) 
= (ydx ~ xdy) A x*ydx + (ydx ~ xdy) A yxdz 
=—xydy A dx + yxdx A dz - yx dy 人 dx. 
上 面 的 例子 给 出 了 下 面 定义 的 动机 . 
定义 ”一 个 标准 2 - 形式 是 形 如 


P(x,y,z)dx A dy + Q(x,y,z2)dy NM dz + R(x,y,z) dzdx, 


的 表达 式 , 其 中 P,Q,R 为 0 - 形式 . 


(29 ,14) 


(29. 15) 


(29. 16) 


(29. 17) 


(29. 18) 


注 (1) 任 一 个 2 -~ 形式 都 可 用 棉 积 的 等 式 变换 为 标准 2 - 形式 . 例如 2 - 


形式 
xdy 人 dx -3x yzdy A dz + (xy* + z)dx 人 dz 


=—xdx A dy -3x’yzdy MN dz- (xz2 +z)dz A dx. 


(2) 应 该 注意 到 , 横 积 可 以 按 向 量 义 积 来 依 彰 芦 画 靳 ,只 要 把 dx 换 为 i,dy 


换 为 j,dz 换 为 上 ;这 时 攀 积 所 满足 的 等 式 转换 成 了 又 积 所 满足 的 等 式 . 


这 个 过 程 的 下 一 个 对 象 是 作 一 个 2 -~ 形式 和 1 - 形式 的 模 积 ( 记 住 棉 积 的 
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等 式 ) ,并 得 到 一 个 3 - 形式 . 由 于 任 一 2 - 形式 都 可 以 写成 标准 形式 ,我 们 可 以 
限制 在 下 面 的 攀 积 
(Pdx A dy + Qdy A dz A Rdz A dx) A (gidx + gdy + g3dz). 
(29. 19) . 
利用 等 式 (29. 10) 和 (29. 11) 再 加 上 明确 要 求 
(wi 人 wz) 人 os =wA 人 (oz A ow) (29. 20) 
对 任何 三 个 1 - 形式 ol ,wz ,os 成 立 ,我 们 看 到 不 等 于 零 的 唯一 情形 为 形式 
xy,z)du A du, A dus,(du, € jdx,dy,dz ,i = 1,2,3) (29.21) 
其 中 du 互 不 相同 . 因为 我 们 总 可 以 用 (29. 11) 交换 du; 的 顺序 , 故 下 面 的 定义 
是 合适 的 . 
定义 ”一 个 标准 的 3 - 形式 是 形 如 
flxsysz)dx A dy A dz (29. 22) 
的 表达 式 , 其 中 f 是 0 - 形式 . 
例 29.3 将 横 积 
(ydx +xdy) A (zdx A dy - xdy A dz) 
写成 标准 形式 
这 里 我 们 再 次 利用 棉 积 的 等 式 : 
(ydx + xdy) A (zdx A dy -xdy 人 dz) 
=y dx A (zdx A dy -xdy A dz) + xdy A (zdx A dy -xdy 人 dz) 
=ydx Nzdx A dy -ydx A xdy A dz 
+xdy A zdx A dy—-xdy Axdy A dz 
=0 -ydrAxdyAd+0+0 
=-xy dx 人 dy M dz. : 
例 29.4 将 3 -形式 所 yz*dz A dy A dx 写 为 标准 形式 . 
在 此 例题 中 我 们 反复 用 (29. 11) 
«yzdz 人 dy 人 dx = wayzz(dz 人 dy) A dx 
= 一 和 yz"(dy Adz) 人 dx 
=—xiyzdy 人 (dz A dx) 
= 3。yzzdy 人 (dx A dz) 
= xyz (dy A dx) 人 dz 
=— x yzdx A dy M dz. (29. 24) 


(29.23) 
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§ 29. 1 的 习题 


展开 并 简化 下 列 模 积 . 用 标准 形式 表达 你 的 最 后 答案 . 
(1)(dx +dy+dz) A (dx + dy + dz). 

(2) (dx - xdy + zdz) M dy. 

(3)(( 和 -2yz)dx + (x -3y)dz) A (dx A dy). 
(4) (ydx +zdy) A (xdx A dy -3y2dy A dx). 
(5)dx A (ydx A dy -3x:dx A dz + 2dz A dy). 
(6)(erdx) A (x’ydx - esdy + cos( 和 yz)dz)， 
(7)(e"dx -3zdy +xydz) A (2dx - 3dy + erdz)， 
(8)(dxz A dz) A (dy A dx). 

(9)(dx A xdy A zdz) A dx. 

{10)3y’dz A (dx A dy -dy A dz + 2dx 人 dz). 


29.2 d -~ 算 子 


本 节 我 们 要 定义 d - 算 子 (以 d 表示 ) , 它 像 一 个 高 维 空间 中 导数 的 作用 . 
d 一 算 子 定义 在 n -形式 上 ,其 中 n = 0,1,2, 而 且 当 作用 于 一 个 n -形式 时 给 出 
了 一 个 (n+ 1) - 形式 . 

定义 ” 设 f(x,y,z) 为 0 -形式 .定义 


= gx + Yqy + Y 
df = ad + ydy + 3zdz (29. 25) 


已 知 1 - 形式 P = Pdx + Qdy + Rdz, 我 们 让 
d =dpAd+do0Ad+ 归 人 业 (29. 26) 
最 后 , 当 w = Pdx 人 dy + Qdy 人 dz + Rdz 人 dx 时 ,d - 算 子 被 定义 为 
do = dPA (dxAdy)+dOA (dyAd) -dRA (dA dx). 
(29. 27) 
例 29.5 设 f(x,y,z) = x?yz', 计算 df 
我 们 有 


Bf a fy _ 4 2 4 2 3 
a = 2xyz dx + x'z dy 十 4X yz dz. 


例 29.6 设 p = ydx -xzdy. 计算 dp. 
这 时 


29.2 d - 算 子 


dp =dy A dx ~ d(xz) 人 dy 
-dxAdy-(zdx +xdz) 人 dy 

=(-1-z)dx A dy+xdy A dz. 
例 29.7 设 w = xyzsdy A dz. 计算 dw. 


再 次 按 定义 我 们 得 到 


dw =d(x’yz’) A (dy 人 dz) 
=(3x2?yz5sdx +xaz5dy +Sxayzsdz) A (dy A dz) 
=3x yz dx 人 dy 人 dz. 
例 29.8 设 p = Pdx + 0dy + Rdz 为 任 一 1 - 形式 .计算 dp. 
尽管 此 例题 具 一 般 性 ,我 们 仍 可 以 得 出 一 个 紧凑 的 公式 . 
dp =dPAdx+doAdr+dRAdz 


= (dx + 


oP 
i 


0z 


+ adz] A dx 


add + 304y 1 90 
人 FP Wy , ad 人 中 


oR oR 
+ (a + + 
=( 交 -站 
9y 


oP _ oR 
0z 


OX 
-| 
$ 29. 2 的 习题 


对 下 面 的 微分 形式 w 计算 dw. 
(1)w = xyz. 

(3)w 
(5)w 


cos( xz ). 
= dx + dy. 

(7)w = e’dx - e*dy + zdz. 
(9)w = x’ydx A dz. 


(ll)w = xdy 人 dz - ydx A dy. 


Ox 


)dz 人 dx. 


(13) 设 w 和 了 为 丰 - 形式, = 0,1,2. 证 明 


(id(w +7) = dw + dn. 
(ii)d(dw) = 0. 


oR 
0z 


dz)A\ dz 


J A y+ (dy A 


(2)w = x yx. 

(4)w = ez. 

(6)w = xydx - ydy + dz, 
(8)w = xyzdx ~ e”'’*’dz. 
(10)w = cos(xyz) (dy A dz). 
(12)w = 3x’ydx A dy A dz 


, 471 ， 


(29. 28 ) 


(29. 29 ) 


(29. 30) 
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29.3 广义 斯 托 克 斯 定理 


在 $ 29.2 中 定义 了 d - 算 子 后 ,我 们 现在 要 叙述 这 个 广泛 的 定理 ,从 中 可 
以 推导 出 格林 定理 , 散 度 定理 和 斯 托 克 斯 定理 . 设 w 是 个 标准 形式 的 微分 n - 形 
式 (n = 1,2,3). 已 知 一 个 n 维 几何 体 2( 即 一 条 曲线 ,一 个 曲面 ,或 立体 ) ,我 们 
现在 将 赋予 积分 


Jo 
n 
一 个 明确 的 意义 ， 
情形 (1) 如 果 w = Pdx + 0dy + Rdz 为 标准 1 - 形式 ,2 为 曲线 , 则 
@ = [(Pdx + Qdy + Rdz) (29. 31) 
n n 
被 定义 为 曲线 积分 . 


情形 (2) 如果 Pdx A dy + Qdy A dz + Rdz 人 dx 为 2 -形式 ,人 2 为 二 维 曲 
面 则 ， 
[| [Paxdy + Qdydz + Rdzdx) ， (29. 32) 
nn n 


其 中 我 们 去 掉 了 积分 中 的 横 积 并 在 曲面 2 上 计算 0 - 形式 P,0,R. 
情形 (3) ”如 果 w = fdx 人 dy 人 dz 是 个 标准 3 - 形式 ,2 是 个 三 维 立 体 ,我 们 
定义 
= faxdydz 
有 


为 此 三 重 积分 ,这 里 的 棉 积 又 被 去 掉 了 . 
微 积分 基本 定理 的 一 般 形式 叙述 为 (在 适当 的 假定 下 ) 


[ao 多 fo, {29. 34) 
n an 


其 中 302 是 2 的 边缘 . 

例 29.9 设 w = Pdx + Qdy + Rdz,5 为 一 简单 曲面 ,其 边界 98 是 条 光滑 的 
不 自 交 的 曲线 . 从 (29. 34) 推导 出 斯 托 克 斯 定理 . 

回忆 方程 (29. 30)， 


do = (加 -ds A dy + (a 20)ay A dz + (BE - 8) a A dn 


(29. 35) 
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我 们 推导 出 (29. 34) 取 形 式 


人 好 jardy + (各 - 20 dydz + (至 - a jdzdz 


= (Pa + Qdy + Rdz). (29. 36) 


方程 (29. 36) 实际 上 是 推广 了 的 格林 定理 即 斯 托 克 斯 定理 要 推出 §27.4 
的 定理 形式 只 需 考虑 1 - 形式 w = Pdx + 0dy, 而 P,Q 不 包含 变量 z, 即 P,0 为 
xy 的 函数 . 

例 29.10 设 w = Pdx A dy+QdyA 人 dz+Rdz 人 dx 为 2 -形式 ,并 设 人 为 
一 个 三 维 立 体 ,其 边缘 a0 为 简单 闭 曲 面 . 推导 散 度 定理 . 

这 里 我 们 再 次 先 计算 d - 算 子 对 所 讨论 的 微分 形式 的 影响 ; 


do= $dx N dy A ds + Bd \ dy A dz + Bdx A dy A 


dpP , 90 ,aR 
= (+ + 3 A dy A de (29. 37) 


一 般 的 基本 定理 (29. 34) 现在 给 了 我 们 
NPardy + Qayde + Rdzdn) 和 人 2 + jaxdydz， 
它 就 是 散 度 定理 的 一 一 种 形式 . 
注 ” 单 变量 函数 的 微 积分 基本 定理 
[7 "(x) dr = 106) -fa) 


也 可 以 按 下 面 的 方式 看 作 是 (29. 34) 的 一 个 特殊 情形 . 如 果 我 们 把 = f(x) 看 
作 是 0 - 形式 , 则 dw = f'(x)dx. 设 0 是 一 维 直线 段 a。< x < 45, 则 0 的 边缘 由 
两 个 端点 a,b 组 成 ,我 们 仍 记 其 为 902 


Te 


a b 
在 这 个 最 后 的 情形 中 广义 的 基本 定理 可 以 说 成 是 
血 =1rom = fo = A8) -fa). 
假如 界定 了 0 - 形式 的 积分 由 。 
fo =1(8) -fa) (29. 38) 
4 
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给 出 ,我 们 便 能 解释 这 些 等 式 了 . 
例 29. 11( 坐标 变换 ) ”考虑 二 重 积分 有 (zx,y) dxdy, 罗 为 一 个 二 维 区 域 .用 


棉 积 证 明 在 坐标 变换 
x = gif) YY = gy( u,v) (29. 39) 


下 此 二 重 积 分 成 为 


三 * O81 908 08! 082 2 
es, ey 号 (Ga( 胆 种 ~ 种]dud， (29. 40) 


其 中 广 (uo) = f(g1(u,v) ,8 (zz) ),. 罗 "是. 罗 在 变换 下 的 像 . 
注意 ,在 这 里 我 们 实际 上 是 在 重新 验证 命题 25. 14. 读者 应 该 看 出 原先 
(29. 40) 的 推导 是 较 长 的 . 我 们 能 容易 地 用 微分 形式 得 到 这 个 结果 (从 而 不 必 
死记 公式 ) 是 此 理论 威力 的 生动 显示 . 
由 于 此 变换 由 x = gi(u,v),y = g,(u,v) 给 出 ,我 们 有 
08， 


081 
三 2 Ce1 
dx 本 以 十 3 由 


= 829, 4 982 
dy = ud + dv. 


因此 最 后 有 
_ /98) 9g] 982 9052 
dx 人 dy = (如 du 十 -do) A (ur + es 
= (汪汪 i 8 Sb)] du A dv. 
Ou 07 Ov Ou 
第 二 十 九 章 的 附加 习题 


展开 并 化 简 下 列 的 栅 积 . 用 标准 形式 表达 你 最 后 的 答案 . 

(1) (x:ydx + yxdy + 2 dz) A (xy dx + yx dy + z’dz), 

(2) (In(x?)dx + erdy + cos(2z)dz) 人 (xy dx + yx’dy). 

(3) pp + dy + dz) A (xdx + yx dy). 

对 下 列 微 分 形式 w 计算 do. 

(4)w = cos(y*) ,dx = sin( x’ ) dy. (5)w = 6zdx 人 dy - xydx 人 dz. 
(6)w = ecos(y)dx - ersin(x)dy + ertan(x)dz. 

(Tw=(y-a)d Ad-(z-x)dy A d+(x—-y)dxe A dy. 
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称 一 个 微分 形式 w 是 闭 的 指 的 是 dw = 0. 进而 , 称 w 是 恰当 的 是 说 ,如 果 存 在 一 个 微分 形式 少 
使 得 dy = w. 确定 下 列 中 哪 一 个 是 闭 的 , 哪 一 个 是 恰当 的 或 者 两 者 都 不 是 . 


(8)w = yzdx + xzdy + xydz. (9)w = xdx + x ydy + yzdz, 
(10)w = 2xy’dx 人 dy + zdy 人 dz. (1)w = cos(y )dx - sin(x’)dy. 
(12)w = ydx + (x + 3y )dy. (13)w = 2xy dx + (1 + XY ) dy. 


三 个 微分 形式 ol ,w, ,os 被 称 做 线性 无 关 的 当 目 仅 当 w， 人 w, 人 w， * 0. 在 下 面 的 习题 中 确 
定 这 些微 分 形式 是 否 无 关 . 
(14)w，= dx,w, = dy,w3 = dz. 


第 三 十 章 “” 傅 里 叶 级 数 


30.1 周期 函数 


设 f(x) 是 个 定义 域 为 实数 集 R 的 函数 . 固定 一 个 数 w. 我 们 称 f(x) 为 以 @ 
为 周期 的 周期 函数 是 说 如 果 对 所 有 x se 及 有 
f(x +w) = f(x). 
周期 w 的 周期 函数 的 研究 可 立即 被 化 为 周期 1 的 周期 函数 的 研究 (我 们 将 简单 
地 指称 其 为 周期 的 ) ,其 方法 如 下 . 已 知 f(x) 为 周期 w 的 函数 ,定义 一 个 新 函数 


g(x%) = f(wx). 
可 看 出 g(x) 是 周期 的 ( 即 具 周期 1) ,而 且 关 于 f(x) 的 任何 问题 都 可 以 化 为 关 
于 g(x) 的 问题 . 
最 本 质 的 周期 函数 为 三 角 函 数 
cos(27nx),sin(2nnx),(n =0,+1,+2,.…) {30. 1) 


一 个 著名 的 定理 (归功 于 傅 里 叶 ) 说 , 任意 一 个 可 微 周 期 酒 数 可 以 表示 为 
(30. 1) 的 这 些 基 本 周期 函数 的 线性 组 合 ( 即 带 系数 的 和 ). 
例 30.1 我们 可 以 表达 周期 函数 cos*(2mx) 为 线性 组 合 


cos’ (27x%) = ent dn), 


30.1 周期 应 数 “477. 


例 30.2 将 cos (2mx) 表达 为 基本 周期 函数 (30. 1) 的 线性 组 合 . 
在 这 里 我 们 应 用 欧 拉 公式 ( 见 $ 19.7) , 它 表示 


el” = cos(2Tx) + isin(2mx ) ， 


由 此 看 出 
(es )? = (cos(2Tx) + isin(2mx) )3 
= cos3(2mx) +3icos?(2mx)sin(2mx) 
一 3cos(2mx)sin2(2mx) - isin3(2mx). 
但 是 


(e“)”= em = cos(6TxY) + isin(6mx). 


使 最 后 面 的 这 两 个 表达 式 的 实 部 相等 ,我 们 看 到 


cos3(2mx) - 3cos(2mx)sin2(2mx) = cos(6Tx). 


由 于 
sin*(2mx) = 1 ~ cos?(2mx) ， 
我 们 推导 出 
4cos (2mx) - 3cos(2mx) = cos(6mx) ， 
即 


cos*(2mx) = 于 (3cos(2mx) + cos{6TY ) ). 


可 以 证 明 , 在 进行 各 种 巧妙 的 处 理 (类 似 于 在 例 30. 2 中 所 用 的 ) 后 ,任意 用 
函数 cos(2mx) 或 sin(2mx) 表达 的 多 项 式 可 以 表示 为 基本 函数 (30. 1) 的 有 限 
线性 组 合 . 

傅 里 叶 级 数 的 理论 是 上 述 所 观察 到 的 事实 的 一 个 推广 ,推广 到 了 任意 周期 
函数 . 为 了 给 出 一 个 清晰 的 表述 (并 避免 大 量 的 记号 ) ,我 们 利用 复 周 期 函数 


em = cos(2mnx) + isin(2mnxz),(m = 0, + 1, A 


因为 
cos(27nx) = ne et 
sin(27nx) = A em ~ eriv), 
2i 
函数 (30. 2) 也 可 以 用 来 构造 任意 周期 函数 . 


一 个 


a er (30. 3 ) 
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类 型 的 无 穷 级 数 被 称 做 傅 里 时 级 数 . 观察 等 式 


ez | = |eos(2mnx) +isin(2mmx) | 


= Veos’(2nnx) +sin2(2mnx) = 1, 
它 意 味 着 当 


2 loae™|= > la,| 


收敛 时 级 数 (30.3) 绝对 收敛 . 这 时 (30. 3) 收敛 于 函数 
f(4) = Toe”, 
由 于 它 是 基本 周期 函数 (30. 2) 的 线性 组 合 故 它 必 是 周期 的 . 
命题 30.3 疫 we 绝对 收 化 于 函数 f(x). 于 是 


ao = [Ax) a 


是 测 数 放 x) 的 平均 值 . 
证 明 ”此 命题 基于 下 列 计算 : 
[a = 区 如 果 严 = 0， 
0， 如 果 m = 土 1, 土 2,…. 
立刻 由 此 得 到 


[Radar = B aera 
= > @, [en = ao. 
命题 30.4 假设 和 》 a,e”" 绝对 收 化 于 可 积 函 数 /(x). 于 是 


a = [fx) edx. 


注 “观察 与 泰勒 级 数 的 类 比 性 : 泰 勤 级 数 的 系数 由 取 微 分 得 到 , 传 里 叶 系 
数 由 积分 计算 . 
证 明 ”这 里 只 需 计 算 所 考虑 的 积分 . 


[f(x) emdr = 1 > a eim )@ -2riv dx 


证 1 
至 >» ao @ itn x = a,, 
m= 


30.2 ”周期 函数 的 傅 里 时 展开 :479 . 


这 是 因为 最 后 的 积分 除去 m = n 都 为 0. 


$ 30. 1 的 习题 


(1) 表示 (sin2mx) 为 sin(2mnx) 或 cos(2mnx) ,或 者 两 者 ,n = 0, + 1, + 2,… 的 有 限 线 性 
组 合 . 
(2) 表示 多 项 式 2 - sin(2mz) + 3sin*(2nx) + 2sin' (2mx) 为 函数 sin(2mnx) 或 cos(2mmz) ， 
或 者 两 者 ,n = 0, + 1, + 2,… 的 有 限 线 性 组 合 . 
(3) 表示 cos'(2mnx) 为 函数 sin(2mnx) 或 cos(2Tnx) ,或 者 两 者 ,mn = 0, 上 1, +2,… 的 有 限 
线性 组 合 . , 
(4) 证 明 对 整数 m,n, 除去 m = n 外 ， 
[eos( mms) cos(2mnx) dx = 0. 
(5) 证 明 对 整数 m,n， 
[eos(2rma) sin(2nns) de = 0. 
(6) 证 明 对 整数 mm,m, 除 去 mm = n, 有 
[sin(2mmz)sin(2mnz)dz = 0. 
(7) 计算 积分 
[ CeosC2rns) )?dr,[ (sin(2mmz) )?dr， 


n=0,+1,+2,.. 


30.2 ”周期 函数 的 傅 里 时 展开 


我 们 在 $ 30. 1 中 表明 ,如 果 健 里 叶 级 数 


收敛 , 则 它 必定 收敛 于 一 个 周期 函数 
f(x) = y aner™™, 


更 进一步 ,如 果 f(x) 可 积 , 则 我 们 必 有 
a, = [A(#) emdr. 


问题 仍 在 于 是 否 其 逆 也 对 . 
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问题 “每 个 可 积 周期 函数 能 否 表达 为 基本 周期 函数 em" 的 线性 组 合 ? 
对 此 问题 的 答案 被 傅 里 时 在 下 面 引 人 注目 的 定理 中 一 举 拿 下 . 
定理 30.5 设 /(x) 是 个 无 限 可 微 的 周期 函数 . 设 


jn) = [f(r) ed 
于 是 传 里 叶 级 雪 
2 fn)e™ 


绝对 收敛 于 函数 f(x). 
注 ”上 述 定理 中 的 假设 f 为 无 限 可 微 可 以 大 大 地 减弱 . 例如 , 对 满足 使 


人 Ka ldx 有 定义 并 有 限 的 (x) ,定理 也 成 立 . 
证 明 ”证 明 分 四 步 进 行 
步骤 1 ” 先 证 明 级 数 
$f (ne 
确定 绝对 收敛 于 某 个 x 的 函数 . 绝对 收 剑 性 只 要 我 们 证 明 对 所 有 n 和 某 个 常数 
c >0 有 


|f(n)|s 2 
就 立即 得 到 . 为 了 验证 这 个 上 界 我 们 先 对 定义 f(n) 的 积分 进行 两 次 分 部 积分 : 
fln) = [/(4) ed 


e-2minx 


= 人 Asz) 2T7in 

四 1 本 @ ain 

=[f (x) (nm 
对 后 面 一 个 等 式 取 绝对 值 , 便 有 

(ms 三， 
其 中 
< = a3) lf "(x) ld 

(这 里 隐 含 着 使 用 了 一 个 容易 验证 的 事实 , 即 一 般 说 来 ,如 果 f(x*) 是 个 可 微 函 
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数 , 则 | [f(x)ax|< [ Ic) |dx). 
步骤 2 ”现在 断言 ,对 任何 周期 的 和 无 限 可 微 的 函数 /, 只 要 证 明 
RO Fny (30.4) 


就 可 以 了 . 要 明白 这 一 点 ,我 们 固定 一 个 数 zxo,0 < x < 1 ,并 定义 函数 g 为 
g(x%) = f(x + xo). 

函数 g(x)( 称 其 为 1 的 xo 平移 ) 是 周期 和 无 限 可 微 的 ,因此 如 果 (30.4) 对 任意 

函数 都 成 立 ,我 们 则 有 


g(0) = 5 éln). 
但 g(0) = Km) ,因而 
b(n) = | 8(4)e ds 
= [x + 和 0)e2mmdx( 换 元 :x 一 x 入) 
= A ee a 
x0 
2rinso +1 ~2rins x 
e 全 f(x)e 
三 ef (n). 
我 们 最 后 有 
fw) = 8(0) = Ff)e™, 


注 ”上 面 论证 中 的 最 后 等 式 实际 上 是 下 述 原理 的 一 个 特殊 情况 :如 果 / 是 
周期 函数 ,a 为 实数 , 则 


fn) = [fs) ed 
这 可 通过 微 积分 基本 定理 对 /(a) = /Cs)e-?ssdx 作 关于 a 的 微分 来 验证 ; 
El.(a) =f(a 于 的 ae -f(a)e™ 二 0. 


我 们 的 结论 是 1,(a) 为 与 a 无 关 的 常数 ( 见 命题 7.3), 从 而 它 必 定 等 于 
1.(0) = f(n) ,对 任意 a 成 立 . 
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步骤 3 我 们 可 以 假定 /(0) = 0: 如 果 不 是 如 此 则 可 考虑 新 函数 
fA(x) -fA(0), 它 在 0 取 0 并 为 周期 且 无 限 可 微 的 . 

步骤 4 ”现在 我 们 已 化 到 考虑 一 个 函数 所 x) , 它 是 周期 的 ,无 限 可 微 的 ,并 
在 0 取 0 值 . 回想 步骤 2, 我 们 只 需要 证 明 


站 = 0. (30.5) 
由 于 岂 0) = 0, 我 们 可 以 考虑 一 个 新 函数 , 它 由 下 面 等 式 定义 : 


其 中 


g(0) = lim A OO 


— er “0 ~ Imie™ ~2ni’ 
这 是 由 洛 必 达 法 则 得 到 的 ( 见 $ 19.8). 我 们 看 到 ,由 定义 ,g(x) 自己 是 周期 和 
无 限 可 微 的 . 现在 


f(n) = [fr) ed 
= [a - ez ) .g(x) * et"mdx 


ES [Ct = [En 
= g(n) - g(n -1). 
然而 
Ef0n) - (8(n) -é(n-1)) =0, 


这 是 因为 上 式 后 面 的 和 是 一 个 缩 和 和 ， 即 所 有 的 项 都 相互 消去 ; 
“+(E(0) ~ 8(—-1)) + (8(1) - 8(0)) + (8(2) -ED)) +, 
从 而 完成 了 征明 


30.3 例子 


例 30.6 画 出 周期 的 方形 波 函数 成 *) , 它 在 区 间 0 < x < 1 上 的 定义 为 


于， 如 果 0 <* < 六 


f(x) = a. 
1 ， 如 果 坟 < < ] 


30.3 例子 483， 


而 在 其 他 地 方 满足 周期 性 关系 所 x) = f(x + 1). 展开 太 xz) 为 传 里 叶 级 数 . 
画 此 方形 波 于 下 . 


要 计算 这 个 傅 里 叶 展 开 式 
Ho) = Bf (now. 
我 们 先 计 算 A(0): 
f(0) = [fx)as = | 3 + 人 da = 填 
现 计算 nz0 的 f(n): 
pm) = [fx) eds 
= | Ted 十 人 ed 
em -1 1-e™ 
-4Tin Ws 27in 
ee 
47Tin 
因此 
a 0， n 为 偶数 日 n 关 0， 
n) = | 1 
nin n 为 奇数 . 
我 们 最 后 有 
3 ] 2rine 
Ax) = 4 名 2nin® 
例 30.7 画 出 锯齿 函数 (x) 的 图 ,f(x) 在 区 间 0 < x < 1 上 定义 为 


f(x) = x 
而 其 余部 分 满足 周期 关系 f(x) = f(x + 1). 展开 f(x) 为 傅 里 叶 级 数 . 
画 饮 齿 函数 于 下 . 
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傅 里 叶 系数 由 下 面 给 出 : 


1 
f(0) = [xdx = 7 
而 对 n 关 0, 用 分 部 积分 给 出 了 
le 


一 2Trinx 


27in he 


一 二 
加 1 
”27min 


| 1 Ls 1 2minx 
fx) = 2 之 27in® 


例 30.8 画 出 周期 的 三 角 波 函数 
1 


和 0<*< 了 7， 


因此 


f(x) = 
1 —x, 本 和 xx<1| 
用 有 限 傅 里 叶 级 数 
f(x) =f(0) +)ee +f( -1)e™ +f(2)e™ 
+f(-2)e ™ +f(3)e™ +f( -3)e"™ 
近似 f(x). 


将 儿 x) 的 图 像 与 上 面 的 有 限 傅 里 叶 级 数 的 图 像 登 放 一 起 来 比较 其 图 形 
显示 . 


三 角 波 函数 被 画 出 如 下 . 


> 
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这 个 函数 的 傅 里 叶 系 数 为 


f(0) = [a + fd -x)dx = 言 + 诗 于 
当 n # 0, 

fl(n) = [rea + fa - x) edx. 
后 一 个 积分 可 用 替换 x 1 -x 简化: 
因而 


1 


fln) 三 [es + erix ) dx 
工 
守 2| xcos(2mnx)dx 


2xsin(2TnX) 本 2 sin(27n% ) jx 


27n 0 27n 


从 而 最 后 得 到 


0， 如 果 n 为 偶数 是 n 0， 
7 |- 如 果 n 为 奇数 
Tn 


所 讨论 的 有 限 传 里 叶 级 数 因此 为 
1 


2minz _ a 2mix -2mix 、 
0 ~ 4 pa 和 
1 
4 


1 
18m™’ 


(2Trx ) 6 
_ cos _ cos( mse) (30. 6) 
T 9T 


当 我 们 把 (30. 6) 的 图 像 与 三 角 波 的 图 像 香 置 在 一 起 时 ,给 出 了 下 面 的 显示 ， 


入 人 人 人 ~ 信 


例 30.9( 普 朗 什 雷 尔 等 式 ) ”证 明 如 果 ./ 为 无 限 可 微 的 周期 函数 , 则 


(em Ee CE 
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biAw ba = EFF 
按照 原来 的 定义 ,我 们 有 
baw Paz= h(E fo) ( E Fn)ew™)d 


> 7 nds 


姑 三 一 入 肌 三 一 癌 


三 oo 
这 是 因为 积分 | en-wrdx 除了 n = m 外 均 为 0, 而 在 n = 几时 它 等 于 1 
例 30. 10( 欧 拉 ) ”建立 公式 


所 


六 
= nn 6° 


证 明 ”回想 我 们 曾经 证 明 过 ( 见 例 30.7) 对 锯齿 函数 风 xz) =x(0 <x<1) 
的 仿 里 叶 系 数 由 


给 出 . 因此 由 普 朗 什 雷 尔 等 式 ( 见 例 30.9) 
[ lf) bdr = [#2dx = 


w| 一 
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8$ 30. 3 的 习题 


画 出 下 列 周期 函数 . 计算 傅 里 叶 系 数 灵 n). 以 有 限 传 里 叶 级 数 
hz) = 了 jn)enm 


4 


近似 f(x). 属 置 x) 的 图 像 与 上 面 有 限 傅 里 叶 级 数 的 图 像 以 比较 其 显示 . 


1， 如 果 0 三 x < 子 
(1)f(x) = 

3， 如 果 二 <x<1. 

二 ， 如 果 0 三 x < 立 
(2)f(x) = 

区 如 果 广 <x es 

1 

(3)f(x) = 


全 如 果 0 三 x < 


$0 By 如 果 二 <x < |. 


(4)Kx) = x,(0<x < 1). 
(S)f(x) =e™*,(0<x < 1). 


0， 如 果 0 <* < 寺 

1 1 1 

eg 如 果 一 万 x* < 一 

(Oo = | ， . < 

也 如 果 广 <* < 疗 

0， 如 果 3 <x <1 

(7) 证 明 

lm 
Pe n 90° 


(8) 设 f 为 无 限 可 微 的 周期 函数 . 证 明 对 每 个 整数 = 1,2,3,… 存在 一 个 常数 c 使 得 对 所 有 
n 关 0 有 


fln) < Tar 
提示 :分 部 积分 次 . 
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第 三 十 章 的 附加 习题 


到 出 下 列 周期 函数 /x). 计算 仁 里 叶 系 数 (n). 以 有 限 健 里 叶 级 数 去 近似 fx) 并 春 置 妃 z) 
的 图 像 与 对 多 个 n 的 有 限 级 数 的 图 像 . 
{Df(x) =x -x ,0<xr<l1. 


dx 如 果 0 <x< 上 上 


(2)f(x) = * 
4(1 -x)?, 如 果 二 < x < 1 
0， 如 果 0 < x < 站 
四 和 时 2 
(3) f(x) = 41， 如 果 志 - <+<i c 1. 


0， 如 果 之 <x<1， 
3c 


0， 如 果 0 < xs 十 


(4) f(x) 


i 
PN 
-= 


如 果 <x<<-! c>1. 
€ gE: 


0， 如 果 2= 1 < x* < 1， 


c 
(SIAx) = er,(0<xre 1). 
(6)f(x) = ecos(2mbx),(0 <x < 1). 
(7T)f(x) = esin(2mbx),(0 < x <1). 
(8)f(x) = cosh(2mrax) ,(0 < x < 1). 
(9)f(x) = sinh(2max),(0 < x < 1). 
(10) 证 明 
了 二 "0 "0 OY + 加 
对 0 < x < 2 成 立 . 提示 :用 变换 x = 2mzx 并 求 左 端 在 0 < x < 2r 上 的 傅 里 叶 级 数 . 
(11) 证 明 
3 -6mx +2m 蕊 cos(nx) 
一 一 一 一 一 一 = 之 区 


12 
对 0 < x < 2x 成 立 . 提示 :对 习题 (10) 中 公式 积分 . 
x 3nx +2m2x ee sin(nx) 
,4 之 


对 0 和 xs 大 2m 成 立 . 


附录 “初等 函数 及 其 等 式 


A.1 二 项 式 


(1+x)2 =1+2x+%x 
(1+x)3 =1] +3x +3x2 十 和 


(1 +x)” =] +4x+6x +4 十 


(1 +x)" 中) nn Dn +) nk (0)= Ls 


(+x) 二 =1+ 二 zx -llv +1 3 - wt 十 


1.1.3.5 
2” 3-4 “2.4.6 2.4.6.8 


1 =1+x+ 和 + 妇 +…(xl<1l)， 


=1-x+ 刀 -和 妇 +…(1xl<1l)， 


A.2 三角 范 数 


， 了 — 1)"w""! 
sin(x) = i + 


. 490 ”附录 ”初等 函数 及 其 等 式 


加 nm _2n 
cos(x) = | 
m4 1 
tn( | (2n - 1): -x 
sin(—x) = ~- sin(x), cos{ —x) = cos(x) 
sin(x) = cos(x — 本) 3 cos(x%) = sin(x + ) 
tan{x) = sin(z tan( — x) = — tan(x) 
cos( x) 


cos’(x) + sin’(x) = 1 
sin(x +y) = sin(x)cos(7) + sin(y)cos(x) 
cos(x +y) = cos(x)cos(y) 二 sin(x)sin(x) 


hi( 和 六福 tan(x) + tan(y) 


1 tan(x)tan(y) 


tan( x )= 1 -cos(x)  _ sin(x) 


2 sin(x) 1 +cos(x) 
sin(x) + sin(y) = 2sin( “3 2)eos( 地) 
cos(x) + cos(y) = 2cos (31)eos( 二 2) 
cos(x) - cos(y) = 2sin( “3 )sin( 32) 
tan(x) +tan(y) = a 


sinz(x) = L cos(2x) cos2(x) = 2 


2 
Te 3cos(x) + 


pe 3sin(%) i 3x) ， 
sint Cx) = 3 oa + cos( 44) i 村 上 ee + cos( 4x) 
sin?(x) — sin’ (y) = sin(x + y)sin(x —y) = cos’(y) ~ cos’ (x) 

cos’ (x) - sinz(y) = cos(x + y)cos(x -y) = cos’(y) - sin’ (x) 

sin(2x) = 2sin(x)cos(x), cos(2x) = 2cos’(x) -1 

sin(3x) = 3sin(x) ~ 4sin’ (x), cos(3x) = 4cos’ (x) - 3cos(x) 


sin(4x) = cos(x)(4sin(x) - 8sin’ (x)), cos(4x) = 8cos’ (x) -8cosz(x) +1 


sin(x) = :HH( 一 -5) 


cos(x) = *JI(! 一 Fy) 


附录 ”初等 函数 及 其 等 式 


n! n! 

a +y =a a , a > 二 Q 
a 

sin(x) = 二 (ee = ) cos(x) = 六 (eo +e™™) 
er = cos(x) + isin(x) ex = (cos(x) + isin(x))” 
en = cos(nx) + isin(nx)(n = 整数 ) 
A.4 ” 双 曲 函数 
. h ed wt! Led 2 
sinh(x) = 2 Gn rT cosh(x) = 2 Cn 
sinh(x) = 3， sinh(ix) = isin(x) 
cosh(x) = 生生 cosh(ix) = icos(x) 


tanh(x) = sinh(x) = 所 二 6 tanh(ix) = itan(x) 


cosh(x) er:+e™’ 
cosh* (x) — sinhz(x) = 1 


sinh(x + y) = sinh(x)cosh(y) + sinh(y)cosh(x) 


cosh(x +y) = cosh(%x)cosh(y) + sinh(%)sinh(y) 


sinh* (x) = SO! cosh’ (x) = cosh(2%) +1 芝 +1 


sinh(2x) = 2sinh(x)cosh(x) cosh(2x) = 2coshz(x) -1 


2 


sinh(%) = :1( + 二) cosh(x) = JJ( + 
A.5 对 数 


In(1 +x) = > 二 (-1<x<1) 


. 491 ， 


“492 ， ”附录 ” 初等 函数 及 其 等 式 
ln(x) = > De (0<x2) 
no = 于 二 (1) (> 去 ) 


[+x wl 
= | 
= 2》 (1x1<1) 


n-l 
人 
In(x .y) = In(x) + In(y), mn( 闻 ) = In(x) - In(y) 


In(e’) = en =x 
A.6 反 三 角 函 数 


-3 < arcsin(x) < 了 (-1<x<1), 


arcsin( sin(x)) = *( - 了 XE 子 ) 


0 < arccos(z) < nT(-1<x<1), 


arccos(cos(x*)) = x(0 <x < 7) 


~ 3 < arctan(x) < 了 (-% <x<oo)， 


arctan( tan{x)) = <(- | 王 ) 


2 2 
arcsin( x) 三 过 arccos( x) 二 S 2n) 1 -2n 2n+1 
2 A nl)’ (2n + 1)1! 
bad n 2n+l 
arctan(X) = Dt (lxis1) 


可 1 1 1 1 1 
path es i 


arcsin(x) + arccos(x%) = 


+… (1zl> 关 1) 


arcsin(x) = arccos{ V1 -好 ) (0<x<1) 

= - arccos( V1 — x’) (-1<x<0) 
arccos(x) = arcsin( vi-x) (0O<x<1) 

= mT-arcsin( MI-xw) (-1<x<0) 


区 
arctan(x) = arcsin( -天 -一 
V1l+x’ 


arccos(x) 
arcsin(x) 
arctan( %) 


( 门 = + 


n nl 
f(x,y,7) 
i, j,k 
V+W 


vw 


284 


285 


355 


a 
Ox’ 8y 

af of of 
dx? "x0y’ Oy? 
,f(a) 

Y 


y 

[f(x,y,2) drayas 
了 

| [Assy) dedy 

|e ‘do 

[f(x) dx 


[rod 


229 


.494: 符 号 


ln(x) 
和 


wi 人 w, 

OO 

NGb) 

T(t) 

vf 

V(x,y,z) 

f "(1) 

f (xy) 

f(2) 

T 

sin( 8) ,cos( 0) ,tan( 6) 
sinhx ,coshx ,tanhx 


1 
a = f(n) = [Ax)e dr 
dw 
e,e” 
f "(x) 
f(x,y) 
f(x,y,7) 
f°g 
nn 
广 (z) 


0 - 形式 467 
1 - 形式 467 
2 - 形式 467 
3 - 形式 469 
d - 算 子 470 
e( 数 ) 205 

n 次 可 微 ” 57 
xy -平面 299 
xz 一 平面 303 
x* 轴 13 

yz -平面 311 
7 轴 13 

z 轴 357 

i( 向量) 279 
六 向 量 ) 279 
Kk( 向 量 ) 279 
鞍点 357 

站 向 EF 120 


四 性 119 


半衰期 183 

爆炸 ” 126 

比较 判别 法 。 235 
比值 判别 法 。 236 
毕 达 哥 拉 斯 定理 。 33 
闭 曲 面 。 443 

闭 曲 线 。 430 

闭 圆柱 的 表面 面积 108 
标准 2 -形式 468 
标准 3 -形式 469 


标准 极 区 域 。 385 
不 定 积分 。 169 
不 定式 265 
部 分 和 230 
C 
又 积 。 283 
长 度 
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极 曲线 的 ~ ”322 
空间 曲线 的 ~ 321 
曲线 的 ~ 193 
向 量 的 ~ 273 
常 向 量 场 ” 416 
乘积 规则 69 
初始 条 件 ”178 
初速 度 。 62 
纯 量 280 
纯 量 积 。 280 
次 数 最 多 为 2 的 项 。 364 


D 


大 小 。 273 
单位 法 向 量 。 326 
单位 切 向 量 。 326 
单位 元 。 22 
导数 ” 50 
乘积 的 ~ 69 
反 函 数 的 ~ 84 
方向 ~ 345 
复合 函数 的 ~ 71 
高 阶 ~ 56 
函数 的 ~ 50 
和 的 ~ 67 
积分 的 ~ 164 
偏 ~ 339 
全 ~ 343 ,344 
商 的 ~ 69 
向 量 函 数 的 ~ 315 
作为 速度 的 ~ 317 


等 高 曲面 。 339 
等 高 曲线 。 337 
等 高 线 图 。 338 
第 卡 儿 平 面 。 13 


点 积 。 280 


定 积分 169 

定向 曲面 ”446 

定义 域 10 

端点 89 

对 数 螺 线 。 307 

多 变 元 时 的 链 规则 348 
多 项 式 。 123 

多 项 式 的 次 数 。 209 

多 元 函数 。 334 


E 


二 次 可 微 ” 57 
二 阶 导数 57 
二 阶 导数 判别 法 ”9%6 
二 进 制 代数 21 
二 项 式 级 数 257 
二 项 式 系 数 257 
二 重 积分 。 376,390 
~ 中 的 换 元 法 。 393 
极 坐标 下 的 ~ 388 
在 一 般 区 域 上 的 ~ 374 
作为 累 次 的 、 单 积分 的 ~ 377 
作为 面积 的 ~ 390 


F 


法 线 318 
法 向 分 量 。 330 
法 向 量 ”326 
反常 积分 。 222 
反 导 数 165 
反 函 数 ,函数 的 道 84 
反 三 角 旺 数 206 
~ 的 积分 表示 。” 206 
反 转 积分 顺序 。 “383 
方形 波 函 数 。 “483 
非 降 的 146 


非 增 的 。 146 

分 部 积分 。 174 
分 段 可 微 曲线 。 433 
分 解 因子 。 210 
分 离 变 量 。 179 
负 向 流量 。 448 
复 宏 级 数 264 
复数 264 

复 泰勒 级 数 264 
傅 里 叶 级 数 。 478 
富 比 尼 定 理 。 377 


高 斯 153 

格林 定理 。 433 

公 比 228 

功 424 

拐点 。 122 

拐角 ”119 

光滑 曲线 。 326 

广义 斯 托 克 斯 定理 。 472 
归纳 法 154 


H 


函数 7 
函数 的 复合 ”70 
函数 的 平均 值 。 185 
函数 的 平移 。 “481 
和 152 
横 截 面 面 积 。 194 
弧 长 191 

弧度 15 

换 元 法 170 
混沌 的 24 
混合 偏 导数 。 “419 


索 引 "497， 


奇 晒 数 28 

积分 ”206 
~ 的 微分 ”164 
一 负 向 的 曲面 ~ 445 
一 正 向 的 曲面 ~ 445 


闭 曲面 的 ~ 443 
不 定 ~ 169 

定 ~ 169 

二 重 ~ 376,390 
反常 ~ 222 
累 次 ~ 401 

面 ~ 445 


任意 函数 的 ~ 213 
三 重 ~ 399 
线 ~ 424 
向 量 函 数 的 ~ 319 
直观 的 ~ 137 
作为 函数 弧 长 的 ~ 320 
作为 极限 的 ~ 141 
作为 区 域 面 积 的 ~ 439 
积分 替换 。 401 
基 279 
基点 。 327 
基 向 量 279 
级 数 。 230 
~ 的 发 散 性 。 231 
~ 的 收敛 性 231 
二 项 式 ~ 257 
几何 ~ 227 
绝对 收敛 ~ 239 
麦克 劳 林 ~ 254 
泰勒 ~ 267 
条 件 收敛 ~ 241 
极 大 值 ”87 


。498 ， 索 引 


0 


极 函数 。” 306 

极 区 域 (标准 的 ) 385 
极 图 像 。” 305 

极 网 格 。 386 

极限 38 

极 小 值 87,89 

极 坐标 305 

几何 级 数 228 
计算 机 代数 系统 1 
加 法 平均 函数 。 335 
加 速度 向 量 。 330 
价格 测试 112 
尖 点 18 

减少 ,递减 119 
简单 闭 曲 面 
简单 闭 曲 线 。 433 
简单 区 域 。 435 ,454 
渐 近 线 。 125 

交错 级 数 242 
界定 矩形 375 
局 部 极 大 值 89 ,364 
局 部 极 小 值 。 364 
距离 

点 到 平面 的 ~ 299 
点 到 直线 的 ~ 105 
空间 中 两 点 的 ~ 335 
锯齿 函数 。 483 
绝对 收敛 239 
绝对 值 函 数 9 


K 


卡 瓦 列 里 原理 190 
开 曲 面 444 

可 微 的 。 344 
可 微 向 量 场 ” 448 
克拉 默 公式 290 


空间 (三 维 的 ) 194 
空间 曲线 300,302 


工 


拉 格 朗 日 。” 366 

拉 格 朗 日 乘 子 。 367 

拉 普 拉 斯 ( 算 子 ) 456 

累 次 积分 。 401 

棱锥 ” 194 

利润 113 

连续 43 

连续 向 量 场 ” 424 

链 规则 “71,347 

零 向 量 277 

流量 “449 
一 负 向 的 ~ 448 
k -- 正 向 的 ~ 448 
穿 过 平面 的 ~ 448 

罗 尔 定理 101 

螺旋 线 。 303 

洛 必 达 266 

洛 必 达 法 则 ”266 


M 


麦克 劳 林 级 数 。 253 ,254 
震级 数 243 ,262 

面积 136 

极 坐 标 下 的 ~ 385 
曲面 的 ~ 439 
曲线 之 间 的 ~ 187 
用 二 重 积分 表示 的 ~ 390 
圆 的 ~ 108 

作为 ~ 积分 的 137 
默 比 乌 斯 带 446 


N 
内 点 89 


逆 曲 线 ”431 
逆 时 针 定 向 432 
牛顿 61 
牛顿 的 冷却 定律 。 “183 
牛顿 法 。 63 


欧 拉 264 
欧 拉 公式 。 264 
偶 函 数 28 


P 


判别 点 119 
判别 点 的 分 类 364 
判别 点 法 356 
判别 点 判别 法 365 
判别 值 ”119 
披萨 饼 函 数 ”335 
平均 值 ”185 
平面 “296 
~ 的 方程 298 
点 到 ~ 的 距离 299 
曲线 的 切 ~ 349 
平行 295 
平行 六 面体 。 289 
平行 四 边 形 288 
普 朗 什 雷 尔 等 式 485 


Q 


切线 49 

切线 近似 ( 逼近) 249 
切 向 分 量 ”330 

切 向 量 326 

求 和 指标 152 

球 的 体积 。 109 

球面 面积 。 109 


单 连 通 ~ 419 
简单 的 ~ 435 ,454 
曲率 328 
曲面 。 353 
闭 ~ 443 
开 -~ 444 
曲面 积分 ”446 
一 负 向 的 ~ 445 
下 ~ 正 向 的 ~ 445 
曲面 面积 公式 442 


曲面 向 量 ”444 
曲线 29 
闭 ~ 430 
等 高 ~ 337 
分 段 可 微 ~ 433 
光滑 ~ 326 
简单 闭 ~ 433 
空间 ~ 300 ,302 
曲线 积分 424 
全 导数 343,344 
S 
三 角 波 函数 ” 484 
三 角 函 数 15 
三 维 空间 。 194 
三 维 向 量 。 275 
三 重 积分 。 399 
在 立体 上 的 ~ 402 


在 球面 坐标 下 的 ~ 410 
在 柱 面 坐标 下 的 ~ 409 
作为 单 积分 的 和 迭代 的 ~ 401 
作为 体积 的 ~ 400 

商 规 则 69 

实心 环 。 203 


收敛 38 
收敛 半径 。 262 
收敛 判别 法 
比较 ~ 235 
比值 ~ 236 
积分 ~ 232 
首 项 228 
竖 直 渐 近 线 125 
数 
复 ~ 264 
实 - 4 
无 理 ~ 4 
有 理 ~ 3 
数 直线 。 3 
双 曲 函数 。 “83 
双 曲 函数 替换 215 
双 曲 线 。 371 
水 平 渐 近 线 。 125 
斯 托 克 斯 定理 460 
四 瓣 玫 瑰 线 ”306 
四 维 空间 。 400 
四 维 球面 。 339 
素数 210 
速度 60 
速度 向 量 。 “330 
算 子 421 
T 
泰勒 多 项 式 。 251 
泰勒 级 数 。 253 
泰勒 展开 。 262 
梯度 342 ,421 


梯度 向 量 场 ” 417,458 
体积 

旋转 体 的 ~ 198 

用 二 重 积分 求 ~ 375 


用 横 截 面 求 ~ 196 
用 三 重 积 分 求 ~ 400 
调和 函数 456 

投影 282 

图 像 ” 14 

图 像 的 方程 14 

图 形 ( 图 像 ) 显示 。 336 
椭 球 面 。 371 


WwW 


微分 方程 177 
~ 的 初始 条 件 ”178 
~ 的 解 178 
用 分 离 变量 方法 解 ~ 179 
用 泰勒 级 数 解 ~ 267 
指数 式 增长 / 衰减 的 ~ 180 
微分 形式 466 
微 积分 基本 定理 。 164 
位 势 函 数 ”417 
位 置 向 量 416 
位 置 向 量 场 416 ,458 
魏 尔 斯 特 拉 斯 替换 。 215 


无 理 数 4 
无 穷 级 数 ”231 
X 

下 界 149 

线性 函数 。 210 

线性 组 合 。 279 

向 量 
~ 的 又 积 。 283 
~ 的 长 度 ”275 
~ 的 点 积 ”280 
~ 的 分 最 271 
~ 的 加 法 ”276 
~ 的 减法 277 


~ 间 的 角 281 
~ 为 正 交 的 条 件 
垂直 ~ 298 
单位 法 ~ ”326 
单位 切 ~ 326 
二 维 空间 ~ 279 
法 ~ 326 
零 ~ 277 
切线 ~ 326 
三 维 空间 ~ 279 
梯度 ~ ”342 
正 交 ~ ”280 
向 量 场 ” 415 
~ 散 度 。 453 
~ 梯度 417 
~ 旋 度 421,456 
~ 旋 量 457 
向 量 的 加 法 。 276 
向 量 的 减法 。 277 
向 量 函 数 。 ”301 ,302 
棉 积 。 467 
斜率 30 
心 形 线 。 307 
辛普森 160 
辛普森 法 160 
行列 式 285 
形 心 。 413 
需求 函数 112 
序列 (无 穷 ) 38 
旋 轮 线 。 312 
旋转 体 198 


Y 


雅 可 比 (行列 式 ) 395 


雅 可 比 等 式 291 
一 般 比值 判别 法 


一 般 链 规则 。 348 
一 对 一 的 ”5 
一 个 自由 度 。 336 
一 阶 导数 判别 法 。 3 
降 函 数 77 
隐 式 微分 。 78 
有 界 区 域 。 374 
有 理 函 数 。 209 
有 理 数 ”3 
右手 法 则 ”287 
倍 
~ 的 面积 ”108 
~ 的 周 长 108 
圆 的 扇形 。 “323 
圆柱 面 
~ 的 表面 108 
~ 的 面积 。 108 
~ 的 体积 。 108 
圆锥 。 108 
圆锥 的 体积 。 “108 
约束 条 件 367 


Z 


在 区 间 上 连续 。 “43 
增加 ,递增 119 
正 交 向 量 。 280 
正弦 定律 ”291 
正 向 流量 448 
正 项 式 ”106 
世 诺 悖 论 227 
直立 圆锥 。 197 
直线 。 294 
~ 的 方程 ” 31 
空间 的 ~ 294 
直线 的 参数 方程 。” 296 
值 域 10 


501 


指数 函数 8,18 
指数 式 衰减 180 
指数 式 增长 8 
中 值 定理 。 101 
周期 的 。 476 
周期 函数 。” 476 
柱 面 坐标 。 307 
自然 对 数 。 81 


自 旋 , 旋 量 456 


总 成 本 113 
总 收入 112 
最 速 下 降 法 。 353 
最 优化 
多 变量 的 ~ 371 
一 个 变量 的 ~ ”102 
作 图 116 
坐标 系 305 


[General 1nfornati on] 
00 尖 000000000000 00200 


0000 = 
SS 了 1485118 
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0000000000 


0000 


00000 


00 
000000 


000000 


12.1 00 00 
12.2 0 
12.3 0 
0000 0 0 
131 000000000000 
132 0000000 
133 000000000 
134 00000 
0000 000000000 


141 
14.2 
14.3 


14.4 00000 
000D0 00D0 

15.1 0000 

15.2 0 

15.3 000 

15. 4 0 

15.5 U00000 

15.6 U0000000 
000D0 0000 

16.1 中 0 0 


16.2 0 
16.3 0 
16.4 
16.5 
0000 
17.1 
17.2 
17.3 
17.4 
17.5 
0000 
18.1 
18.2 
18.3 
18.4 
18.5 
18.6 
0000 


[ 
E3 
| 
ED 
EI 
EE] 
EY 


EEC 
ee 
ET ENETNECITEI 

口 

Ei 

Fl 


19.1 中 
19.2 中 000000 
19.3 中 D0 
19.4 中 0 
19.5 中 0000000000 
19.6 中 00000 
19.7 中 0000000 
19.8 中 D0 
19.9 中 0000000 
0000 000000000 
20.1 口 0 
20.2 中 0 
20.3 0 000000000 
20.4 中 
20.5 癌 
206 000000000 
207 00000 
00000 0000000 
211 0000 
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